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Exercice 1. Les questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.
(1) Qu’est-ce qu’un anneau intègre?

On ne demande pas de rappeler la définition d’anneau, mais seulement les conditions que doit vérifier un anneau
pour être intègre.

(2) Soient 𝐴 un anneau et 𝑎 ∈ 𝐴. On suppose qu’il existe 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que 𝑎𝑏 = 𝑐𝑎 = 1.
Montrer que 𝑎 est inversible.

(3) Est-ce que l’application trace tr ∶ 𝑀2(ℝ) → ℝ est un morphisme d’anneaux?
(4) Est-ce que l’application déterminant det ∶ 𝑀2(ℝ) → ℝ est un morphisme d’anneaux?
(5) On considère 𝒞0([0, 1]) l’anneau des fonctions 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ continues.

Est-ce que 𝐼 ≔ {𝑓 ∈ 𝒞0([0, 1]) ∶ 𝑓(0) = 0} est un idéal de 𝒞0([0, 1])?

Exercice 2.

On considère 𝐴 ≔ {(
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}.

(1) Montrer que 𝐴 est un sous-anneau de 𝑀2(ℤ).
(2) Est-ce que 𝐴 est commutatif ?
(3) Déterminer 𝐴∗.

On rappelle que 𝐴∗ dénote l’ensemble des inversibles de 𝐴.

(4) Montrer que 𝐽 ≔ {(
0 𝑏
0 0) ∶ 𝑏 ∈ ℤ} est un idéal de 𝐴.

(5) Montrer que 𝐴/𝐽 et ℤ sont isomorphes.

Exercice 3.
(1) a. Montrer que ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏√2 = 0 ⇔ 𝑎 = 𝑏 = 0.

b. En déduire que ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏√2 = 𝑐 + 𝑑√2 ⇔ 𝑎 = 𝑐 et 𝑏 = 𝑑.
(2) On considère 𝐴 ≔ {𝑎 + 𝑏√2 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} et, pour 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, on note 𝑁 (𝑎 + 𝑏√2) ≔ 𝑎2 − 2𝑏2.

a. Montrer que 𝐴 est le plus petit sous-anneau de ℝ contenant √2.
b. Montrer que ∀𝑧, 𝑧′ ∈ 𝐴, 𝑁(𝑧𝑧′) = 𝑁(𝑧)𝑁(𝑧′).
c. Montrer que ∀𝑧 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝐴∗ ⇔ |𝑁(𝑧)| = 1.
d. On définit 𝑊 ≔ {𝑧 ∈ 𝐴∗ ∶ 𝑧 > 1}.

Montrer que si 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑊 alors −1 < 𝑎 − 𝑏√2 < 1.
e. En déduire que si 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑊 alors 𝑎, 𝑏 > 0.
f. Montrer que 𝑊 admet un plus petit élément, que l’on note 𝜔 ≔ min(𝑊 ) dans la suite.
g. Soit 𝑧 ∈ 𝐴∗∩]0, +∞[.

i. Montrer qu’il existe un entier 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝜔𝑛−1 < 𝑧 ≤ 𝜔𝑛.
ii. Montrer que 𝑧 = 𝜔𝑛.

h. Déterminer 𝐴∗.
Commentaire : vous pouvez décrire 𝐴∗ en termes de 𝜔 si vous n’avez pas réussi à déterminer 𝜔.
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Solution de l’exercice 1.

(1) Un anneau intègre est un anneau non-trivial, commutatif et sans diviseur de zéro.

(2) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 tels que 𝑎𝑏 = 𝑐𝑎 = 1.
Alors 𝑏 = 1 ⋅ 𝑏 = 𝑐𝑎𝑏 = 𝑐 ⋅ 1 = 𝑐. Ainsi 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1, et donc 𝑎 est inversible.

(3) Méthode 1. Non puisque tr(𝐼2) = 2 ≠ 1.
Méthode 2. Non, puisque l’application trace n’est pas compatible avec la multiplication :

tr((
1 0
0 1)) tr((

1 0
0 1)) = 4 ≠ 2 = tr((

1 0
0 1) (

1 0
0 1))

(4) Non, puisque l’application déterminant n’est pas compatible avec l’addition :

det((
1 0
0 1)) + det((

1 0
0 1)) = 2 ≠ 4 = det((

1 0
0 1) + (

1 0
0 1))

(5) Méthode 1. Montrons d’abord que 𝐼 est un sous-groupe de 𝒞0([0, 1]).
• 𝐼 ⊂ 𝒞0([0, 1]).
• 0 ∈ 𝐼 donc 𝐼 est non-vide.
• Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐼 alors (𝑓 − 𝑔)(0) = 𝑓(0) − 𝑔(0) = 0 − 0 = 0 donc 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝐼 .

Soient 𝑓 ∈ 𝐼 et 𝑔 ∈ 𝒞0([0, 1]) alors (𝑓𝑔)(0) = 𝑓(0)𝑔(0) = 0𝑔(0) = 0. Donc 𝑓𝑔 ∈ 𝐼 et 𝑔𝑓 = 𝑓𝑔 ∈ 𝐼 .
Ainsi 𝐼 est bien un idéal de 𝒞0([0, 1]).

Méthode 2.
• 𝐼 ⊂ 𝒞0([0, 1]).
• 0 ∈ 𝐼 donc 𝐼 est non-vide.
• Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐼 et ℎ ∈ 𝒞0([0, 1]). Alors (𝑓 + 𝑔ℎ)(0) = 𝑓(0) + 𝑔(0)ℎ(0) = 0 et donc 𝑓 + 𝑔ℎ ∈ 𝐼 .

Ainsi 𝐼 est bien un idéal de 𝒞0([0, 1]).
Remarque : puisque 𝒞0([0, 1]) est commutatif, il n’est pas nécessaire de considérer 𝑓 + 𝑘𝑔ℎ où 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐼 et
𝑘, ℎ ∈ 𝒞0([0, 1]).

Méthode 3. Considérons ev0 ∶ 𝒞0([0, 1]) → ℝ définie par ev0(𝑓 ) = 𝑓(0).
Alors ev0(1) = 1 et, pour 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞0([0, 1]), ev0(𝑓 + 𝑔) = (𝑓 + 𝑔)(0) = 𝑓(0) + 𝑔(0) = ev0(𝑓 ) + ev0(𝑔) et
ev0(𝑓𝑔) = (𝑓𝑔)(0) = 𝑓(0)𝑔(0) = ev0(𝑓 ) ev0(𝑔).
Donc ev0 est un morphisme d’anneaux.
Remarquons que 𝐼 = ker(ev0), donc 𝐼 est bien un idéal comme noyau d’un morphisme d’anneaux.

Solution de l’exercice 2.

(1) • 𝐴 ⊂ 𝑀2(ℤ)
• 𝐼2 ∈ 𝐴
• Soient 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) , 𝑁 ≔ (

𝑐 𝑑
0 𝑐) ∈ 𝐴 alors

𝑀 − 𝑁 = (
𝑎 − 𝑐 𝑏 − 𝑑

0 𝑎 − 𝑐) ∈ 𝐴 et 𝑀𝑁 = (
𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 ) ∈ 𝐴.

Donc 𝐴 est un sous-anneau de 𝑀2(ℤ).

(2) Soient 𝑀 ≔ (
𝑎 𝑏
0 𝑎) , 𝑁 ≔ (

𝑐 𝑑
0 𝑐) ∈ 𝐴. Alors 𝑀𝑁 = (

𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 ) et 𝑁𝑀 = (

𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 ).

Donc 𝐴 est un anneau commutatif.
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(3) Méthode 1 (en utilisant le déterminant).
Soit 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴∗ alors det(𝑀) = 𝑎2 ∈ ℤ∗ = {±1}, donc 𝑎 = ±1.

Réciproquement, soit 𝑀 ≔ (
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴 avec 𝑎 = ±1. Posons 𝑁 ≔ (

𝑎 −𝑏
0 𝑎 ) ∈ 𝐴 alors

𝑀𝑁 = (
𝑎2 −𝑎𝑏 + 𝑎𝑏
0 𝑎2 ) = (

1 0
0 1) = 𝐼2

et 𝑁𝑀 = 𝑀𝑁 = 𝐼2. Donc 𝑀 ∈ 𝐴∗.

Ainsi 𝐴∗ = {(
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∶ 𝑎 ∈ {−1, 1}, 𝑏 ∈ ℤ}.

Méthode 2 (à la main).
Soit 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴∗ alors il existe 𝑁 ≔ (

𝑐 𝑑
0 𝑐) ∈ 𝐴 tel que 𝑀𝑁 = 𝐼2,

i.e.(
𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 ) = (

1 0
0 1) .

Ainsi 𝑎𝑐 = 1, d’où 𝑎|1, et donc 𝑎 = ±1.
Réciproquement, soit 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴 avec 𝑎 = ±1. Posons 𝑁 ≔ (

𝑎 −𝑏
0 𝑎 ) ∈ 𝐴 alors

𝑀𝑁 = (
𝑎2 −𝑎𝑏 + 𝑎𝑏
0 𝑎2 ) = (

1 0
0 1) = 𝐼2

et 𝑁𝑀 = 𝑀𝑁 = 𝐼2. Donc 𝑀 ∈ 𝐴∗.

Ainsi 𝐴∗ = {(
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∶ 𝑎 ∈ {−1, 1}, 𝑏 ∈ ℤ}.

(4) Méthode 1 :
• 𝐽 ⊂ 𝐴
• (

0 0
0 0) ∈ 𝐽 donc 𝐽 ≠ ∅

• Soient 𝑀 ≔ (
0 𝑏
0 0) , 𝑁 ≔ (

0 𝑐
0 0) ∈ 𝐽 alors 𝑀 − 𝑁 = (

0 𝑏 − 𝑐
0 0 ) ∈ 𝐽 .

• Soient 𝑀 ≔ (
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴 et 𝑁 ≔ (

0 𝑐
0 0) ∈ 𝐽 alors 𝑀𝑁 = 𝑁𝑀 = (

0 𝑎𝑐
0 0 ) ∈ 𝐽 .

Donc 𝐽 est un idéal de 𝐴.

Méthode 2 :
• 𝐽 ⊂ 𝐴
• (

0 0
0 0) ∈ 𝐽 donc 𝐽 ≠ ∅

• Soient 𝑀 ≔ (
0 𝑐
0 0) , 𝑁 ≔ (

0 𝑑
0 0) ∈ 𝐽 et 𝑃 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) ∈ 𝐴.

Alors 𝑀 + 𝑃 𝑁 = (
0 𝑐 + 𝑎𝑑
0 0 ).

Donc 𝐽 est un idéal de 𝐴.
Remarque : puisque𝐴 est commutatif, il n’est pas nécessaire de considérer𝑀+𝑃 𝑁𝑄 où𝑀, 𝑁 ∈ 𝐽 et 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝐴.
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Méthode 3 :
On considère 𝜑 ∶ 𝐴 → ℤ définie par 𝜑 ((

𝑎 𝑏
0 𝑎)) = 𝑎.

• 𝜑(𝐼2) = 1
• Soient 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) , 𝑁 ≔ (

𝑐 𝑑
0 𝑐) ∈ 𝐴 alors

𝜑(𝑀 + 𝑁) = 𝜑 ((
𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑑

0 𝑎 + 𝑐)) = 𝑎 + 𝑐 = 𝜑(𝑀) + 𝜑(𝑁)

et
𝜑(𝑀𝑁) = 𝜑 ((

𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 )) = 𝑎𝑐 = 𝜑(𝑀)𝜑(𝑁).

Donc 𝜑 est un morphisme d’anneaux.

On remarque que ker(𝜑) = {(
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∶ 𝑎 = 0, 𝑏 ∈ ℤ} = 𝐽 .

Donc 𝐽 est un idéal comme noyau d’un morphisme d’anneaux.

(5) On considère 𝜑 ∶ 𝐴 → ℤ définie par 𝜑 ((
𝑎 𝑏
0 𝑎)) = 𝑎.

• 𝜑(𝐼2) = 1
• Soient 𝑀 ≔ (

𝑎 𝑏
0 𝑎) , 𝑁 ≔ (

𝑐 𝑑
0 𝑐) ∈ 𝐴 alors

𝜑(𝑀 + 𝑁) = 𝜑 ((
𝑎 + 𝑐 𝑏 + 𝑑

0 𝑎 + 𝑐)) = 𝑎 + 𝑐 = 𝜑(𝑀) + 𝜑(𝑁)

et
𝜑(𝑀𝑁) = 𝜑 ((

𝑎𝑐 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
0 𝑎𝑐 )) = 𝑎𝑐 = 𝜑(𝑀)𝜑(𝑁).

• Soit 𝑎 ∈ ℤ alors 𝑀 ≔ (
𝑎 0
0 𝑎) ∈ 𝐴 et 𝜑(𝑀) = 𝑎.

Donc 𝜑 est un morphisme d’anneaux surjectif.

On remarque que ker(𝜑) = {(
𝑎 𝑏
0 𝑎) ∶ 𝑎 = 0, 𝑏 ∈ ℤ} = 𝐽 .

Donc, d’après le premier théorème d’isomorphisme, 𝜑 induit un isomorphisme 𝐴/𝐽 ≃ ℤ.

Solution de l’exercice 3.

(1) a. Soient 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑎 + 𝑏√2 = 0.
Si 𝑏 ≠ 0 alors √2 = − 𝑎

𝑏 ∈ ℚ, d’où une contradiction.
Donc 𝑏 = 0 et 𝑎 = −𝑏√2 = 0.

Réciproquement, si 𝑎 = 𝑏 = 0 alors 𝑎 + 𝑏√2 = 0.
b. Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ alors

𝑎 + 𝑏√2 = 𝑐 + 𝑑√2 ⇔ (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)√2 = 0
⇔ 𝑎 − 𝑐 = 0 et 𝑏 − 𝑑 = 0 d’après la question précédente
⇔ 𝑎 = 𝑐 et 𝑏 = 𝑑
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(2) a. • 𝐴 ⊂ ℝ
• 1 = 1 + 0√2 ∈ 𝐴
• Soient 𝑥 ≔ 𝑎 + 𝑏√2, 𝑦 ≔ 𝑐 + 𝑑√2 ∈ 𝐴 alors

𝑥 − 𝑦 = (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)√2 ∈ 𝐴

et
𝑥𝑦 = (𝑎 + 𝑏√2) (𝑐 + 𝑑√2) = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) √2 ∈ 𝐴.

Donc 𝐴 est un sous-anneau de ℝ et √2 = 0 + 1√2 ∈ 𝐴.

Soit 𝐵 un sous-anneau de ℝ contenant √2.
Soit 𝑛 ∈ ℕ alors 𝑛 = 1 + 1 + ⋯ + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑛 fois

∈ 𝐵.

Soit 𝑚 ∈ ℤ ⧵ ℕ alors −𝑚 ∈ ℕ et donc 𝑚 = −(−𝑚) ∈ 𝐵.
Soit 𝑧 ∈ 𝐴, alors il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎+𝑏√2. Puisque 𝑎, 𝑏, √2 ∈ 𝐵, on a 𝑧 = 𝑎+𝑏√2 ∈ 𝐵.
On a donc bien montré que 𝐴 ⊂ 𝐵.

Donc 𝐴 est le plus petit sous-anneau de ℝ contenant √2.
b. Soient 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝐴. Alors il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏√2 et 𝑧′ = 𝑐 + 𝑑√2.

On a alors
𝑁(𝑧)𝑁(𝑧′) = (𝑎2 − 2𝑏2)(𝑐2 − 2𝑑2) = 𝑎2𝑐2 − 2𝑏2𝑐2 − 2𝑎2𝑑2 + 4𝑏2𝑑2

et

𝑁(𝑧𝑧′) = 𝑁 (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)√2) = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑)2 − 2(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 = 𝑎2𝑐2 + 4𝑏2𝑑2 − 2𝑎2𝑑2 − 2𝑏2𝑐2.

Donc 𝑁(𝑧𝑧′) = 𝑁(𝑧)𝑁(𝑧′).
c. Soit 𝑧 ∈ 𝐴∗ alors il existe 𝑧′ ∈ 𝐴 tel que 𝑧𝑧′ = 1.

D’après la question précédente 𝑁(𝑧)𝑁(𝑧′) = 𝑁(𝑧𝑧′) = 𝑁(1) = 1, donc 𝑁(𝑧) divise 1.
Ainsi 𝑁(𝑧) = ±1.

Réciproquemment, soit 𝑧 ∈ 𝐴 tel que |𝑁(𝑧)| = 1. Il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏√2.
Premier cas : 𝑁(𝑧) = 1. Posons 𝑧′ = 𝑎 − 𝑏√2.
Alors 𝑧𝑧′ = (𝑎 + 𝑏√2) (𝑎 − 𝑏√2) = 𝑎2 − 2𝑏2 = 𝑁(𝑧) = 1 et 𝑧′𝑧 = 𝑧𝑧′ = 1.
Donc 𝑧 est inversible.
Second cas : 𝑁(𝑧) = −1. Posons 𝑧′ = −𝑎 + 𝑏√2.
Alors 𝑧𝑧′ = − (𝑎 + 𝑏√2) (𝑎 − 𝑏√2) = −𝑎2 + 2𝑏2 = −𝑁(𝑧) = 1 et 𝑧′𝑧 = 𝑧𝑧′ = 1.
Donc 𝑧 est inversible.

On a bien montré que ∀𝑧 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝐴∗ ⇔ |𝑁(𝑧)| = 1.
d. Soit 𝑧 ∈ 𝑊 . Il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tels que 𝑧 = 𝑎 + 𝑏√2.

Alors 1 = |𝑁(𝑧)| = |𝑎2 − 2𝑏2| = |𝑎 + 𝑏√2| |𝑎 − 𝑏√2| = 𝑧 |𝑎 − 𝑏√2| > |𝑎 − 𝑏√2| car 𝑧 > 1 et

𝑎 − 𝑏√2 ≠ 0 (sinon 𝑎 = 𝑏 = 0 et 𝑧 = 0).
Donc −1 < 𝑎 − 𝑏√2 < 1.
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e. Soit 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑊 alors
• 𝑎 + 𝑏√2 > 1 par définition de 𝑊 , et
• 𝑎 − 𝑏√2 > −1 d’après la question précédente.

Donc, en sommant les inégalités, 2𝑎 > 0 et 𝑎 > 0.

De même,
• 𝑎 + 𝑏√2 > 1 par définition de 𝑊 , et
• −𝑎 + 𝑏√2 > −1 d’après la question précédente.

Donc 2√2𝑏 > 0 et 𝑏 > 0.

On a bien montré que si 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑊 alors 𝑎, 𝑏 > 0.
f. Posons 𝜔 ≔ 1 + √2 alors 𝜔 > 1 et 𝑁(𝜔) = 1 − 2 = −1 d’où 𝜔 ∈ 𝐴∗ d’après la question c.

Ainsi 𝜔 ∈ 𝑊 .
Soit 𝑧 ≔ 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑊 alors, d’après la question précédente, 𝑧 = 𝑎 + 𝑏√2 ≥ 1 + √2 = 𝜔.
Donc 𝜔 est le plus petit élément de 𝑊 .

g. i. Premier cas : 𝑧 > 1.
Considérons 𝐸 ≔ {𝑘 ∈ ℕ ∶ 𝜔𝑘 ≥ 𝑧}.
Puisque 𝜔 > 1, lim

𝑘→+∞
𝜔𝑘 = +∞ et 𝐸 est non-vide.

Donc 𝑛 ≔ min(𝐸) est bien défini et vérifie 𝜔𝑛 ≥ 𝑧.
Puisque 𝜔0 = 1, on a 𝑛 ≥ 1. Ainsi 𝑛 − 1 ∈ ℕ ⧵ 𝐸, et donc 𝜔𝑛−1 < 𝑧.
On a bien 𝜔𝑛−1 < 𝑧 ≤ 𝜔𝑛.

Second cas : 𝑧 ≤ 1.
Considérons 𝐹 ≔ {𝑘 ∈ ℕ ∶ 𝜔−𝑘 < 𝑧}.
Puisque 𝜔 > 1, lim

𝑘→+∞
𝜔−𝑘 = 0 et 𝐹 est non-vide.

Donc 𝑚 ≔ min(𝐹 ) est bien défini et vérifie 𝜔−𝑚 < 𝑧.
Puisque 𝜔0 = 1, on a 𝑚 ≥ 1. Ainsi 𝑚 − 1 ∈ ℕ ⧵ 𝐹 , et donc 𝜔−𝑚+1 ≥ 𝑧.
En posant 𝑛 ≔ −𝑚 + 1 ∈ ℤ, on a bien 𝜔𝑛−1 < 𝑧 ≤ 𝜔𝑛.

ii. On considère 𝑛 ∈ ℤ comme dans la question précédente, i.e. tel que 𝜔𝑛−1 < 𝑧 ≤ 𝜔𝑛.
Alors 1 < 𝑧𝜔−𝑛+1 ≤ 𝜔.
Puisque 𝑧, 𝜔 ∈ 𝐴∗, on a 𝑧𝜔−𝑛+1 ∈ 𝐴∗ et donc 𝑧𝜔−𝑛+1 ∈ 𝑊 puisque 𝑧𝜔−𝑛+1 > 1.
Or 𝑧𝜔−𝑛+1 ≤ 𝜔 et 𝜔 est le plus petit élément de 𝑊 , donc 𝑧𝜔−𝑛+1 = 𝜔 d’où 𝑧 = 𝜔𝑛.

h. Soit 𝑛 ∈ ℤ alors 𝜔𝑛 ∈ 𝐴∗ et −𝜔𝑛 ∈ 𝐴∗ puisque 𝜔 est inversible.

Soit 𝑧 ∈ 𝐴∗.
Premier cas : si 𝑧 > 0. Alors, d’après la question précédente, il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑧 = 𝜔𝑛.
Premier cas : si 𝑧 < 0. Alors, d’après la question précédente, il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que −𝑧 = 𝜔𝑛.

Donc 𝐴∗ = {±𝜔𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℤ} = {± (1 + √2)
𝑛

∶ 𝑛 ∈ ℤ} = {± (1 ± √2)
𝑛

∶ 𝑛 ∈ ℕ}.

Pour la dernière égalité, on a utilisé que (1 + √2)
−1

= −1 + √2.


