Université d’Angers — 2023/2024
Théorie des anneaux
CC du 29/01/2024.

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1. Les questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres.

(1) Qu’est-ce qu'un anneau integre?
On ne demande pas de rappeler la définition d’anneau, mais seulement les conditions que doit vérifier un anneau
pour étre inteégre.

(2) Soient A un anneau et a € A. On suppose qu'il existe b, ¢ € A tels que ab=ca = 1.
Montrer que a est inversible.

(3) Est-ce que l'application trace tr : M,(R) — R est un morphisme d’anneaux?

(4) Est-ce que l'application déterminant det : M,(R) — R est un morphisme d’anneaux?

(5) On considere ([0, 1]) 'anneau des fonctions f : [0,1] > R continues.
Est-ce que I = {f € C%([0,1]) : f(0) =0} est unidéal de C°([0, 1])?

Exercice 2.

On consideére A := { (g Z) T abe Z}.

(1) Montrer que A est un sous-anneau de M,(Z).
(2) Est-ce que A est commutatif?
(3) Déterminer A*.
On rappelle que A* dénote I'ensemble des inversibles de A.
(4) Montrer que J := { <8 (I;) tbe Z} est un idéal de A.

(5) Montrer que A/J et Z sont isomorphes.

Exercice 3.
(1) a. Montrer que Va,b € Z, a+b\/§=0©a=b:0.
b. En déduire que Va,b,c,d € Z, a+b\/2=c+d\2 < a=cetb=d.
(2) On consideére A := {a + b\/i tabe Z} et, pour a,b € Z, on note N (a + b\/§> = a? — 2b%.

Montrer que A est le plus petit sous-anneau de R contenant V2.
Montrer que Vz,z' € A, N(zz') = N(z)N(z').

Montrer que Vz € A, z € A* & |[N(2)| = L.

On définit W = {z € A* : z> 1}.

Montrer que si a + b\2 € W alors —1 < a—b\/2 < 1.

En déduire que si a + b\/z € W alorsa,b > 0.
Montrer que W admet un plus petit élément, que 1'on note w := min(W') dans la suite.
g. Soit z € A*N]0, +ool.

i. Montrer qu’il existe un entier n € Z tel que o <z <o

ii. Montrer que z = @".
h. Déterminer A*.

Commentaire : vous pouvez décrire A* en termes de w si vous n’avez pas réussi d déterminer .
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Solution de I'exercice 1.
(1) Un anneau intégre est un anneau non-trivial, commutatif et sans diviseur de zéro.

(2) Soienta,b,c € A tels que ab=ca=1.
Alorsb=1-b=cab=—c-1=c. Ainsi ab = ba = 1, et donc a est inversible.

(3) Méthode 1. Non puisque tr(I,) = 2 # 1.
Meéthode 2. Non, puisque 'application trace n’est pas compatible avec la multiplication :

“((0 D)o 1) =+e2=e (6 1) 6 1)

(4) Non, puisque l'application déterminant n’est pas compatible avec I’addition :

aa (s 1) s (s 9))=2ee=0a((s %)+ 6 1)

(5) Méthode 1. Montrons d’abord que I est un sous-groupe de C°([0, 1]).

e 1 cCOI0,1).

e 0 € I donc I est non-vide.

e Soient f,ge Ialors (f —g)(0)= f(0)—g(0)=0-0=0donc f —ge I.
Soient f € Ietg € CO([O, 1]) alors (fg)(0) = f(0)g(0) =0g(0) =0.Donc fge letgf = fgel.
Ainsi I est bien un idéal de ¢°([0, 1]).

Méthode 2.

e I c CO0,1]).

e 0 € I donc I est non-vide.

e Soient f,g € I et h € C°([0, 1]). Alors (f + gh)(0) = f(0) + g(0)h(0) = 0 et donc f + gh € 1.
Ainsi I est bien un idéal de ¢°([0, 1]).
Remarque : puisque C°([0, 11) est commutatif, il n'est pas nécessaire de considérer f + kgh oit f,g € I et
k,h € C°([0, 17).

Meéthode 3. Considérons evy, : ([0, 1]) — R définie par evy(f) = f(0).

Alors evy(1) = 1 et, pour f,g € ([0, 1), evo(f +8) =(f+8)0) = f(0)+ g0) = evy(f) +evy(g) et
evy(fg) = (fg)0) = f(0)g(0) = evy(f)evy(g).

Donc ev, est un morphisme d’anneaux.

Remarquons que I = ker(ev,), donc I est bien un idéal comme noyau d’un morphisme d’anneaux.

Solution de I’exercice 2.

(1) o AC My2)

.IzeA
. a b c d
e Soient M := ,N = € A alors
0 a 0 ¢
M-N=(""¢ ") ey ot MN= (2 Ty
0 a—c 0 ac

Donc A est un sous-anneau de M,(Z).

(2) Soient M == ( b N= ¢ D) ¢ A Alors MN = (9¢ 9HbC) o npp = (9¢ adTbe)
0 a 0 ¢ 0 ac 0 ac

Donc A est un anneau commutatif.
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(3) Méthode 1 (en utilisant le déterminant).

Soit M = <g Z) € A* alors det(M) = a*> € Z* = {+1},donc a = +1.
£ . a b a —b
Réciproquement, soit M := < 0 a) € Aaveca = +1.Posons N := ( 0 a ) € A alors

2
a- —ab+ab 1 0
MN_(O a® >‘<o 1)‘12

et NM = MN = I,. Donc M € A*.

o a b\ . B
Ainsi A —{<0 a) ta€e 1,1},beZ}.

Meéthode 2 (a la main).

Soit M := (“ b

> € A* alorsil existe N := <c
0 a

0

e ac ad+bc\ (1 O
“\ 0 ac —\0 1)
Ainsiac =1, d’ot1 a|1, et donc a = +1.

a b € A avec a = +1. Posons N := a —b € A alors
0 a 0 a

2
a- —ab+ab 1 0
MN_(O a* >_<0 1)‘12

et NM =MN =1,.Donc M € A™.

AinsiA*={<g z> : ae{—l,l},beZ}.

(4) Meéthode 1 :

Ccl> € Atelque MN =1,

Réciproquement, soit M := (

e JCA
00
) <0 0>€JdonCJ;é®
. _ (0 b _ (0 ¢ N 0 b-—c
oSmentM._(O 0>,N._<0 0>eJalorsM N_<O 0 >€J.
e Soient M := a b € Aet N := 0 ¢ eJalors MN =NM = 0 ac eJ
“\0 a “\0 0 - “\0 O ’
Donc J est un idéal de A.
Méthode 2 :
e JCA
00
) <0 0>€JdoncJ¢®
. (0 ¢ _ (0 d _f(a b
oSmentM._(O 0>,N._<0 O)eJetP-—<O a>eA.
0 c+ad
AlorsM+PN_<O 0 >

Donc J est un idéal de A.
Remarque : puisque A est commutatif, il n’est pas nécessaire de considérer M+PNQou M,N € Jet P,Q € A.



4 Université d’Angers — 2023/2024 — Théorie des anneaux — CC P13

Méthode 3 :
On considere ¢ : A — Z définie par ¢ <<g 2>> =a.

e (I, =1
. a b c d
e Soient M := ,N = € A alors
0 a 0 ¢
a+c b+d
<p(M+N>—(p<< 0 a+c>>—a+c—(p(M)+<p<N>
et

o) =o( (G 5 c>> = ac = p(M)p(N).

Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.

On remarque que ker(g) = { <g z> ta=0,b€e Z} =J.

Donc J est un idéal comme noyau d’un morphisme d’anneaux.

(5) On considere ¢ : A — Z définie par ¢ <<g Z>> =a.

o oI =1
. a b c d
e Soient M := ,N = € A alors
0 a 0 ¢
a+c b+d
(p(M+N)—fp<< 0 a+c>>—a+6—(p(M)+(p(N)
et

PMN) = ((‘g “ bc)) = ac = p(M)p(N).

e Soita € Z alors M := <g

Donc @ est un morphisme d’anneaux surjectif.
@ ]

On remarque que ker(¢) = { <g z> ta=0,be Z} =J.

Dongc, d’apres le premier théoreme d’isomorphisme, ¢ induit un isomorphisme A/J ~ Z.

2) e Aetp(M) =a.

Solution de I’exercice 3.

(1) a. Soienta,b € Z tels que a + b\/E =0.
Si b # 0 alors \/— = —% € Q, d’ot1 une contradiction.

Doncb:Oetaz—b\/Ezo.

Réciproquement, sia = b = 0 alors a + bV2 =0.
b. Soient a,b,c,d € Z alors

a+bV2=c+dV2 e @-o)+b-dV2=0
©a—c=0etb—d=0dapres la question précédente
Sa=cetb=d
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(2)

a.

e ACR
e1=1+0\2€4
. Soientx::a+b\/§,y::c+d\/§eAalors

x—y=@-c)+b-d)V2eA
et
xy=<a+b\/5) (c+d\/§)=(ac+2bd)+(ad+bc)\/5eA.

Donc A est un sous-anneau de R et \/5 =0+ 1\/5 € A.

Soit B un sous-anneau de R contenant \/5
Soitn e Nalorsn=1+1+--+1€ B.
—_—

n fois

Soitm € Z \ N alors —m € N et donc m = —(—m) € B.

Soit z € A, alorsil existe a,b € Z tels que z = a+bv/2. Puisque a, b, V2 € B,onaz=a+b\2€B.
On a donc bien montré que A C B.

Donc A est le plus petit sous-anneau de R contenant V2.

. Soient z,z" € A. Alors il existe a,b,c,d € Ztelsque z=a + b\/z etz =c+ d\/i.

On a alors
N((z)N(z') = (@ = 2b*)(c* — 2d?) = a?c? — 2b%c? — 2a%d? + 4b*d>

et
N(zz')= N (ac +2bd + (ad + bc)\/§> = (ac + 2bd)* — 2(ad + be)* = a*c* + 4b*d? — 2a*d® — 2b*c>.

Donc N(zz') = N(z)N(z').

Soit z € A* alors il existe z' € A tel que zz" = 1.

D’apres la question précédente N(z)N(z') = N(zz') = N(1) = 1, donc N(z) divise 1.
Ainsi N(z) = +1.

Réciproquemment, soit z € A tel que |[N(z)| = 1. Il existe a,b € Z tels que z = a + bV/2.
Premier cas : N(z) = 1. Posons z’ = a — b\/E.

Alors zz' = <a + b\/E) (a - b\/§> — -2 =N(@z)=letz'z=1zz =1.

Donc z est inversible.

Second cas : N(z) = —1. Posons z’ = —a + b\/z.

Alors zz' = — <a+ b\/i) (a - b\/i) =—a®+20>=-N@z)=letz'z=12z7 =1.
Donc z est inversible.

On a bien montré que Vz € A, z € A* & |[N(z2)| = 1.

Soit z € W.llexistea,b € Z telsque z=a + b/2.
Alors 1 = [N(2)| = | = 20%| = |a+bV2 a—b\/z‘ =z

a—b\/i;éO(sinona=b=0etz=O).
Donc -1 <a-5by2<1.

a—b\/z‘ >

a—b\/§| car z > 1 et
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e. Soita+ b\/z € W alors
e a+ b\/z > 1 par définition de W, et

e a—by/2> —1d’apres la question précédente.

g

Donc, en sommant les inégalités, 2a > 0 et a > 0.

De méme,

e a+ b\/E > 1 par définition de W, et

o —a+bV2>-1 d’apres la question précédente.
Donc 2\/§b >0etb>0.

On a bien montré que si a + b\/2 € W alors a,b > 0.

Posons w =1+ V2 alorsw > let Nw)=1-2=—-1dotw € A* d’apres la question c.
Ainsiw € W.

Soit z = a + b\/2 € W alors, d’aprés la question précédente, z = a + W22 1+V2=0w.
Donc w est le plus petit élément de W.

i

ii.

Premier cas : z > 1.
Considérons E := {k eN : of > z}.

Puisque @ > 1, klim o* = 40 et E est non-vide.
—+00

Donc n := min(E) est bien défini et vérifie " > z.
Puisque o’=1,onan>1. Ainsin—1€N \ E, et donc o"~
On abien 0" ' < z < .

<z

Second cas : z < 1.
Considérons F = {k €N : o™ < z}.

Puisque @ > 1, klim @ =0 et F est non-vide.
—+0c0

Donc m := min(F) est bien défini et vérifie ™" < z.

Puisque o®=1,onam>1.Ainsim—1€&N \ F, et donc o "> 7,

En posant n:= —m+ 1 € Z, on a bien ©"! < z < @".

On considére n € Z comme dans la question précédente, i.e. tel que 0" < z < .
Alors 1 < zo™"! < w.

Puisque z,w € A*, on a zo "' € A* et donc zo "' € W puisque zo™""! > 1.

Orzo™"™! <wetwestle plus petit élément de W, donc zo " n

=wdolu z ="

h. Soitn € Z alors 0" € A™ et —0" € A* puisque w est inversible.

Soit z € A*.

Premier cas : si z > 0. Alors, d’apres la question précédente, il existe n € Z tel que z = »".

Premier cas : si z < 0. Alors, d’aprés la question précédente, il existe n € Z tel que —z = w

n

DoncA*={ia)" : neZ}z{i<1+\/§>n : neZ}={1<li\/§>n : neN}.

-1
Pour la derniére égalité, on a utilisé que (1 + \/5) =—-14+ \/5

n



