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Exercice 1.
(1) Soit 𝐴 un anneau.

a. Que signifie que 𝐴 est principal?
b. Que signifie que 𝐴 est euclidien?

(2) Soient 𝐴 et 𝐵 deux anneaux.
a. Que signifie que l’application 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 est un morphisme d’anneaux?

Pour les deux questions suivantes, on suppose que 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 est un morphisme d’anneaux.
b. Montrer que Ker(𝑓 ) est un idéal de 𝐴.
c. Montrer que 𝑓 est injectif si et seulement si Ker(𝑓 ) = {0}.

Exercice 2.
(1) Soit 𝐴 un anneau. On définit le centre de 𝐴 par 𝐶 ≔ {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥𝑎 = 𝑎𝑥}.

Montrer que 𝐶 est un sous-anneau de 𝐴.

(2) On considère le sous-anneau ℍ ≔ {(
𝑧1 −𝑧2
𝑧2 𝑧1 ) ∶ 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ} ⊂ 𝑀2(ℂ) des quaternions.

On note 1 = (
1 0
0 1), 𝐼 = (

0 −1
1 0 ), 𝐽 = (

𝑖 0
0 −𝑖) et 𝐾 = (

0 𝑖
𝑖 0).

a. Montrer que (1, 𝐼, 𝐽 , 𝐾) est une base de ℍ vu comme espace vectoriel réel.
On admet que 𝐼𝐽 = 𝐾 , 𝐽𝐼 = −𝐾 , 𝐽𝐾 = 𝐼 , 𝐾𝐽 = −𝐼 , 𝐾𝐼 = 𝐽 , 𝐼𝐾 = −𝐽 , et que 𝐼2 = 𝐽 2 = 𝐾2 = −1.

b. Déterminer le centre de ℍ.

Exercice 3.

(I) PREMIÈRE PARTIE.
L’objectif de cette partie est de montrer que si 𝐴 est un anneau euclidien alors il existe 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐴∗ tel
que la restriction 𝜋|𝐴∗∪{0} ∶ 𝐴∗ ∪ {0} → 𝐴/(𝑥) de la projection canonique (qui à 𝑦 ∈ 𝐴∗ ∪ {0} associe 𝑦
la classe de 𝑦 modulo l’idéal (𝑥)) est surjective.
(1) Montrer que si 𝐴 est un corps alors un tel 𝑥 existe.
(2) On suppose maintenant que 𝐴 est un anneau euclidien qui n’est pas un corps et dont le stathme

est noté 𝜈.
(a) Justifier qu’il existe 𝑥 ∈ 𝐴 non-nul et non-inversible tel que 𝜈(𝑥) soit minimal.
(b) Montrer qu’un tel 𝑥 convient.

(3) Déterminer un tel 𝑥 pour les anneaux euclidiens suivants :
(a) (ℝ, 𝜈 ≔ 1) (b) (ℤ, 𝜈 ≔ | ⋅ |) (c) (ℝ[𝑋], 𝜈 ≔ deg) (d) (ℤ[𝑖], 𝜈 ≔ | ⋅ |2)

(II) DEUXIÈME PARTIE.

On pose 𝛼 ≔ 1 + 𝑖√19
2 et on considère 𝐴 ≔ {𝑎 + 𝑏𝛼 ∈ ℂ ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}.

(1) Calculer 𝛼 + 𝛼 et 𝛼𝛼 et en déduire que 𝛼 est racine d’un polynôme unitaire à coefficients entiers
de degré 2 que l’on exhibera.

(2) Montrer que 𝐴 est le plus petit sous-anneau de ℂ contenant 𝛼.
(3) Pour 𝑧 ∈ 𝐴, on pose 𝑁(𝑧) ≔ 𝑧𝑧.

(a) Montrer que ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑁(𝑎 + 𝑏𝛼) = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 5𝑏2.
(b) Montrer que ∀𝑧 ∈ 𝐴, 𝑧 ∈ 𝐴∗ ⇔ 𝑁(𝑧) = 1.
(c) En déduire que 𝐴∗ possède deux éléments.

(4) Conclure des questions des deux parties précédentes que 𝐴 n’est pas euclidien.
Indice : on rappelle que ℤ/2ℤ est l’unique anneau à deux éléments et que ℤ/3ℤ est l’unique anneau à trois
éléments, à isomorphisme près.

Tournez la page S.V.P.
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(III) TROISIÈME PARTIE.
(1) Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 ∖ {0}. Montrer qu’il existe 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐴 tels que

• 𝑟 = 0 ou 𝑁(𝑟) < 𝑁(𝑏).
• 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 ou 2𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟.

Indice : on pourra écrire 𝑎
𝑏 = 𝑢 + 𝑣𝛼 ∈ ℂ avec 𝑢, 𝑣 ∈ ℚ et considérer deux cas : 𝑣 ∉ ]𝑛 + 1

3 , 𝑛 + 2
3 [ et

𝑣 ∈ ]𝑛 + 1
3 , 𝑛 + 2

3 [ où 𝑛 = ⌊𝑣⌋ est la partie entière de 𝑣.
(2) (a) Montrer que 𝐴 ≃ ℤ[𝑋]/(𝑋2 − 𝑋 + 5).

(b) En déduire que 𝐴/(2) est un corps, i.e. que (2) est un idéal maximal de 𝐴.
(3) Montrer que 𝐴 est un anneau principal.

Indice : on pourra adapter la démonstration de la proposition stipulant qu’un anneau euclidien est principal
en remplaçant la division euclidienne par le résultat de la question (1) et avec une disjonction de cas.

(IV) VRAI OU FAUX? (sans justifier)
(1) Un anneau euclidien est principal.
(2) Un anneau principal est euclidien.
(3) Un anneau principal est factoriel.
(4) Un anneau euclidien est factoriel.


