Université d’Angers — 2023/2024
Analyse approfondie

Période 6

1 L’ensemble des nombres réels

Exercice 1. Déterminer 'image des fonctions suivantes :

o [-2,31x[2,4] - R C[2,31x[-2,-1] - R
1. fy: (x,9) B x4y SRAR (x,y) - Xy
C[-L,11x[-2,3] - R o [-6,-31x[2,4] - R
SRR (x,) > X—y /e (x,y) > f

Exercice 2. Montrer que les nombres suivants sont des entiers :

1 \7+4v3+1/7-43 2 y/5v2+7-1/5v2-7

Exercice 3.
1. Montrer que Va,b € R, ab <
2. (a) Montrer que Va,b,c € R, ab + bc + ac < a? + b+ 2
(b) Montrer que Va, b,c € R, 3ab+ 3bc + 3ac < (a+ b+ c)*.
3. (a) Montrer que Va,b >0, y/ab < ”TH’ (inégalité arithmético-géométrique).
(b) Montrer que Va,b,c >0, (a + b)(b+ c)(c + a) > 8abc.

a® + b?

2
Exercice 4. Montrer que Vx € R, z :21 > 2.
X<+

n
Exercice 5. Montrer que Z % <yn+Vn+1-1.
k=1 Vk

Exercice 6. Soient aj,a,,...,a,,b,.b,, ..., b, €R.
n n

n
1. Montrer que Vx € R, x? Z al.2 + 2x Z ab, + Z bl.2 > 0.
' j i=1

i=1 i=1

n 2 n n
2. En déduire 1'inégalité de Cauchy-Schwarz : <Z a,-b,-) < < al.2> < b12>

i=1
3. Etudier le cas d’égalité.
4. Applications.
n n 2
1 X; 1 X
(a) Montrer que Vx,...,x, >0, Liz1 < h
n n
(b) On considere deux triangles A B|C, et A, B,C,. Onnote a; = A;B;, f; = B;C; ety, = A,C;.
Montrer que A, B;C; et A, B,C, sont semblables si et seulement si

ajay +\/Bihr+ /1 = \/(0‘1 +0+1) (m+h+n)

Exercice 7.
1. Résoudre |x? — 1| < x d’inconnue x € R.
2. Résoudre |x? — 4x + 3| = 2x + 3 d’inconnue x € R.
3. Résoudre |2x| > x> — 1 d’inconnue x € R.

Exercice 8. Montrer que Vx € R, |x — 1| < x?—x+1.
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Exercice 9.
1. Montrer que pour tout x,y € R, on a
x+y+lx—yl x+y—Ix—yl

max(x, y) = R E— et min(x, y) = 5

2. Montrer que pour tout x € R, on a
x = max(x, 0) + min(x, 0) et |x| = max(x,0) — min(x, 0).

Exercice 10.
1. Montrer que Vx,y € R, |x| + |y| < [x + y| + |x = y|.
eyl xl
I+ x4y ~— 1+]|x] 1+|y

2. Montrer que Vx,y € R,

Exercice 11. Etant donné une partie E C R, on rappelle que 'on dénote par max(E) le plus grand élément
de E (s'il existe) et par sup(E) la borne supérieure de E (si elle existe).
Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, en justifiant :
1. Si E C R admet un plus grand élément alors E admet une borne supérieure.
Si E C R admet une borne supérieure alors E admet un plus grand élément.
Si E C R admet un plus grand élément alors max(E) = sup(E).
Si E C R est majorée alors E admet une borne supérieure.
Si E C R est majorée et non-vide alors E admet un plus grand élément.
Si E C R admet une borne supérieure alors E est majorée.
Si E C R admet un plus grand élément alors E est non-vide.

NG

Exercice 12. Pour chacune des parties suivantes de R, déterminer, lorsqu’ils existent, les majorants, les
minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément et le plus petit élément :

(1) [-m42( (4) N (6) {mn"H : n,meN\{O}}
(2) {xeR : x2<2}
(3) [0.1[nQ (5) {1 : neN\(0}} @) {72 - nmen)

Exercice 13. Soient A, B C R telles que A C B.

Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse (en justifiant).

Lorsque l'assertion est vraie, on précisera la relation entre les bornes inférieures/supérieures considérées.
1. Si A admet une borne supérieure alors B admet une borne supérieure.

Si A admet une borne inférieure alors B admet une borne inférieure.

Si A admet une borne supérieure alors B admet une borne inférieure.

Si B admet une borne supérieure alors A admet une borne supérieure.

Si B admet une borne inférieure alors A admet une borne inférieure.

G LN

Exercice 14. Soient A et B deux parties non-vides et majorées de R.
1. Onpose A+ B:={a+b : a€ Aetbe B} (somme de Minkowski).
(a) Montrer que A + B est non-vide et majorée.
(b) Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2. (a) Montrer que A U B est non-vide et majorée.

(b) Montrer que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).
Exercice 15. Soient A, B C R deux parties non-vides de R telles que
YVae A,Vbe B, a <b.

1. Montrer que A admet une borne supérieure et que B admet une borne inférieure.
2. Montrer que sup A < inf B.
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Exercice 16. Soient A, B C R de sorte que inf(A) et sup(B) existent.
1. Montrer que si inf(A) = sup(B) alors A N B contient au plus un élément.
2. Sous I'hypothése que inf(4) = sup(B), l'intersection A N B peut-elle étre vide?

Exercice 17.
1. Montrer que la fonction partie entiére est croissante.
2. (a) Montrer queVx,y € R, |x] + |y] < [x+y] < [x] + [y] + L.
(b) En déduire queVx,y € R, [x+y| — [x] — |¥] € {0,1}.
3. Montrer que Vn € N\ {0}, Vx € R, {%J = |x].

Exercice 18. Donner une expression fermée du nombre de chiffres d'un entier strictement positif a l'aide
du logarithme décimal et de la partie entiere.

In(x)

In(10)°

Rappel : le logarithme décimal est la fonction log : 10, +oo[— R définie par log(x) =

Exercice 19.

"k
1. Soit x € R. Calculer lilin Zk;ZLxJ
n—+o0o n

2. En déduire que tout nombre réel est limite d"une suite de rationnels.
3. Donner une démonstration alternative utilisant la densité de Q dans R.

Exercice 20. Soient I et J deux intervalles.
1. Montrer que I N J est un intervalle.
2. Montrer que la somme de Minkowski I + J est un intervalle.
3. (a) Montrer quesi I NJ # @ alors I U J est un intervalle.
(b) Montrer que I'’hypothése de la question précédente n’est pas superflue.

Exercice 21. Soient I et J deux intervalles ouverts de R.
Montrerque I NN NQ) =0 = InJ =@.

Exercice 22. On définit I'ensemble des nombres dyadiques par D := {zﬂn :meZ,neN }

Montrer que D est dense dans R, i.e. Vx,yeER, x <y = 3Ide€ D, x<d < y.

Exercice 23.
1. La somme de deux nombres irrationnels est-elle nécessairement irrationnelle ?
2. Le produit de deux nombres irrationnels est-il nécessairement irrationnel ?
3. Montrer queVx e R\ Q,Vye Q, x+y & Q.
4. Montrer que Vx e R\ Q, Vy € Q\ {0}, xy ¢ Q.

Exercice 24. On rappelle que V2eR \ Q.
1. Montrer queVa,b€ Z, a+b\2=0a=b=0.
2. Montrer que Va,b,c,d € Z, a+b\/§=c+d\/§©a=cetb=d.

Exercice 25. Montrer que les nombres suivants sont irrationnels :

(a) 4/p ot p est un nombre premier (e) V2+4/3

(b) V6 () V2+V3+16

() 3+ V11 (8 (3 2+2\5+\/5)2
@ (V2+v3) (h) V7+/3.

. In3
(i) n2
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Continuité uniforme

Exercice 26. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est lipschitzienne s'il existe k > 0 tel que

Vx,x9 €1, | f(x)) = f(x2)| < k|x; — x5].
Montrer que si f est lipschitzienne alors f est uniformément continue.

Exercice 27. Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I.
Montrer que si f' est bornée alors f est uniformément continue.

Exercice 28. Soit f :]a, b)[— R une fonction définie sur un intervalle ouvertotia € Retb € RU {+0}.
1. Montrer que si f est uniformément continue alors lim+ f(x) existe (et est finie).
X—a

2. Montrer quesila limite lirrgr f(x)n’existe pas oun’est pas finie alors f n’est pas uniformément continue.
X—a

Exercice 29. Soit f : [0, +co[— R une fonction.
1. (a) Montrer que si f est uniformément continue alors 3a,b € R, Vx € [0, +o0[, f(x) < ax + b.

X
b) Montrer que si lim S = 400 alors f n’est pas uniformément continue.
q X—>+00 X p

2. Montrer que si f est continue et si lirP f(x) =7 € Ralors f est uniformément continue.
X—=>T00

3. Supposons que f soit continue et que lirP f(x) = +oo.
X—>T00
Montrer que 1’'on ne peut rien conclure sur la continuité uniforme de f.

Exercice 30. Soit f :]a, b[— R une fonction continue, monotone et bornée ot1 a, b € R vérifient a < b.
Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 31.
1. Montrer que x> : R — R n’est pas uniformément continue.

2. Montrer que tan : ]—%, % [ — R n’est pas uniformément continue.
3. Montrer que i :10, +o0[— R n’est pas uniformément continue.
4. Montrer que exp : R — R n’est pas uniformément continue.
5. Montrer que exp : [—zr, \/42] — R est uniformément continue.
6. Montrer que \/_ . [0, +o00[— R est uniformément continue.
7. Montrer que \3/_ : R — R est uniformément continue.
8. Montrer que sin : R — R est uniformément continue.
9. Montrer que sin(1/x) :]0, I[— R n’est pas uniformément continue.
10. La fonction f : [0,1] — R définie par f(x) = xsin(1/x) si x # 0 et f(0) = 0 est-elle uniformément

continue?

Exercice 32. Soient f,g : I — R deux fonctions bornées et uniformément continues sur un intervalle.
1. Montrer que fg est uniformément continue.
2. La conclusion reste-t-elle valide si f et g ne sont pas bornées?

Exercice 33. Soit f : R — R une fonction périodique continue.
1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 34. Soit f : [0, +oco[— R une fonction uniformément continue.
1. Montrer quesi lim f(n) =40 alors lim f(x) = +c0.
Non—+o0o X—+00

2. L'énoncé précédent reste-t-il vrai si 'on suppose la fonction seulement continue ?

Exercice 35.
1. Montrer que la propriété de Borel-Lebesgue n’est plus vraie si on remplace [a, b] par un intervalle
ouvert.
2. Montrer que la propriété de Borel-Lebesgue n’est plus vraie si les intervalles de la famille (1,),c ne
sont pas ouverts.
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