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Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
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Exercice 1.
Montrer que les nombres suivants sont irrationnels.

(1) √10 (2) √2 + √5

Exercice 2.

(1) Montrer que ∀𝑥 ∈ ℤ, ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = 0.

(2) Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ ⧵ ℤ, ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = −1.

Exercice 3.
Soit 𝑓 ∶ [0, 1] → [0, 1] une fonction croissante.
Montrer que 𝑓 admet un point fixe, i.e. ∃𝑐 ∈ [0, 1], 𝑓 (𝑐) = 𝑐.
Indice : on pourra étudier l’ensemble {𝑥 ∈ [0, 1] ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥}.

Exercice 4.
On rappelle qu’une fonction 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ, où 𝐸 ⊂ ℝ, est lipschitzienne s’il existe 𝑘 ≥ 0 tel que

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸, |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝑘|𝑥1 − 𝑥2|.

(1) Montrer que si 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ est une fonction lipschitzienne, où 𝐸 ⊂ ℝ, alors 𝑓 est uniformément
continue.

(2) Montrer que sin ∶ ℝ → ℝ est lipschitzienne.

(3) Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue où 𝑎 ≤ 𝑏.

On définit 𝐹 ∶ ℝ → ℝ par 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) sin(𝑥𝑡)𝑑𝑡.

a. Justifier que 𝐹 est bien définie.
b. Montrer que 𝐹 est lipschitzienne.

Exercice 5.
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction bornée où 𝑎 < 𝑏.
On suppose qu’il existe une subdivision 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏} de [𝑎, 𝑏] telle que 𝑈𝑃 (𝑓 ) = 𝐿𝑃 (𝑓 ).

(1) Montrer que pour tout 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛}, 𝑓 est constante sur [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘].

(2) En déduire que 𝑓 est constante sur [𝑎, 𝑏].

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 6.
On fixe 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tels que 𝑎 < 𝑏.

(1) Soit 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue et positive.

Montrer que si ∫
𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0 alors ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑(𝑥) = 0.

(2) Montrer qu’il existe une unique fonction continue 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ, que l’on déterminera, telle que

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 1 et ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏 − 𝑎.

Exercice 7.

Déterminer lim
𝑥→+∞ ∫

𝑥3

𝑥

1
(ln(𝑡))2 𝑑𝑡.

Exercice 8.

(1) Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛
𝑛

∑
𝑘=1

1
(𝑛 + 𝑘)2 .

(2) Déterminer lim
𝑛→+∞

𝑛−1

∑
𝑘=1

√𝑘

𝑛√𝑛
.

Exercice 9.
Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en français et préciser s’il s’agit d’une minus-
cule ou d’une majuscule : (1) 𝜄 (2) Η (3) 𝛿 (4) Ρ
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Solution de l’exercice 1.

(1) Méthode 1 : supposons par l’absurde que √10 ∈ ℚ.
Alors il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ ⧵ {0} tels que √10 = 𝑎

𝑏 .
Ainsi 2⋅5⋅𝑏2 = 𝑎2 d’où une contradiction avec l’unicité de la factorisation en nombres premiers puisque
2 apparaît un nombre impair de fois dans la décomposition du membre de gauche et un nombre pair
de fois dans celle du membre de droite.
Donc √10 ∈ ℝ ⧵ ℚ.

Méthode 2 : supposons par l’absurde que √10 ∈ ℚ.
Alors il existe 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ ⧵ {0} tels que pgcd(𝑎, 𝑏) = 1 et √10 = 𝑎

𝑏 .
Ainsi 2|10𝑏2 = 𝑎2 et donc 2|𝑎 d’après le lemme d’Euclide puisque 2 est un nombre premier.
Il existe alors 𝑘 ∈ ℕ tel que 𝑎 = 2𝑘.
Donc 𝑎2 = 10𝑏2 implique que 2𝑘2 = 5𝑏2. Ainsi 2|5𝑏2.
Puisque pgcd(2, 5) = 1, on déduit du lemme de Gauss que 2|𝑏2 et donc, d’après le lemme d’Euclide
puisque 2 est un nombre premier, que 2|𝑏.
Donc 2|𝑎 et 2|𝑏, ainsi 2|pgcd(𝑎, 𝑏) = 1. D’où une contradiction.
Ainsi √10 ∈ ℝ ⧵ ℚ.

(2) Supposons par l’absurde que √2 + √5 ∈ ℚ alors √10 = (√2+√5)
2
−7

2 ∈ ℚ.
D’où une contradiction avec la question précédente.
Donc √2 + √5 ∈ ℝ ⧵ ℚ.

Solution de l’exercice 2.

(1) Soit 𝑥 ∈ ℤ alors ⌊𝑥⌋ = 𝑥 et ⌊−𝑥⌋ = −𝑥 (puisque −𝑥 ∈ ℤ).
Donc ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = 𝑥 − 𝑥 = 0.

On a bien montré que ∀𝑥 ∈ ℤ, ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = 0.

(2) Soit 𝑥 ∈ ℝ ⧵ ℤ.
Alors, par définition de la partie entière, on a 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥. Puisque ⌊𝑥⌋ ∈ ℤ et 𝑥 ∉ ℤ, on a

(∗) 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ < 𝑥.

De même, on a

(∗∗) −𝑥 − 1 < ⌊−𝑥⌋ < −𝑥.

En sommant (∗) et (∗∗), il vient −2 < ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ < 0.
Puisque ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ ∈ ℤ, on a nécessairement ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = −1.

On a bien montré que ∀𝑥 ∈ ℝ ⧵ ℤ, ⌊𝑥⌋ + ⌊−𝑥⌋ = −1.
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Solution de l’exercice 3.
Soit 𝑓 ∶ [0, 1] → [0, 1] une fonction croissante et 𝐸 ≔ {𝑥 ∈ [0, 1] ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑥}.
Alors 𝐸 ≠ ∅ puisque 0 ∈ 𝐸 et 𝐸 est majoré par 1. Donc 𝑐 ≔ sup(𝐸) est bien défini.
Puisque 0 ∈ 𝐸 et que 1 est un majorant de 𝐸, on a 𝑐 ∈ [0, 1].

• Supposons par l’absurde que 𝑓(𝑐) < 𝑐.
Alors, puisque 𝑐 est le plus petit des majorants, 𝑓(𝑐) ∈ [0, 1] ne majore par 𝐸.
Donc il existe 𝑏 ∈ 𝐸 tel que 𝑓(𝑐) < 𝑏. On a donc 𝑓(𝑐) < 𝑏 ≤ 𝑓(𝑏) et 𝑏 ≤ 𝑐.
D’où une contradiction avec la croissance de 𝑓 .

• Supposons par l’absurde que 𝑓(𝑐) > 𝑐.
Alors, par croissance de 𝑓 et car 𝑓(𝑐) ∈ [0, 1], 𝑓(𝑓(𝑐)) ≥ 𝑓(𝑐).
Donc 𝑓(𝑐) ∈ 𝐸 et 𝑓(𝑐) ≤ 𝑐 puisque 𝑐 est un majorant de 𝐸.
D’où une contradiction.

Ainsi 𝑓(𝑐) = 𝑐.

Solution de l’exercice 4.

(1) Soient 𝐸 ⊂ ℝ et 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ une fonction lipschitzienne.
Soit 𝜀 > 0.
Par hypothèse, il existe 𝑘 ≥ 0 tel que ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸, |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝑘|𝑥1 − 𝑥2|.
Posons 𝜂 ≔ 𝜀

𝑘+1 > 0.
Soient 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸 tels que |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝜂 alors |𝑓 (𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝑘|𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝑘𝜂 ≤ 𝜀.
On a bien montré que ∀𝜀 > 0, ∃𝜂 > 0, ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸, |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝜂 ⟹ |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝜀, i.e. que 𝑓 est
uniformément continue.

(2) Soient 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ. Sans perte de généralité, on peut supposer que 𝑥1 < 𝑥2 (si 𝑥1 = 𝑥2, il n’y rien à
vérifier, et si 𝑥2 < 𝑥1, on peut les intervertir).
Puisque sin est dérivable sur [𝑥1, 𝑥2], on déduit du théorème des accroissements finis qu’il existe 𝑐 ∈
[𝑥1, 𝑥2] tel que sin(𝑥1) − sin(𝑥2) = sin′(𝑐)(𝑥1 − 𝑥2) = cos(𝑐)(𝑥1 − 𝑥2).
Donc | sin(𝑥1) − sin(𝑥2)| = | cos(𝑐)||𝑥1 − 𝑥2| ≤ |𝑥1 − 𝑥2|.
On a bien montré que ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ, | sin(𝑥1) − sin(𝑥2)| ≤ |𝑥1 − 𝑥2|, i.e. que sin est lipschitzienne pour
𝑘 = 1.

(3) a. Soit 𝑥 ∈ ℝ. Alors 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ définie par 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡) sin(𝑥𝑡) est continue sur un segment et est
donc intégrable.

Ainsi 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) sin(𝑥𝑡)𝑑𝑡 est bien définie.

b. Soient 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ alors

|𝐹 (𝑥1) − 𝐹 (𝑥2)| = |∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡) (sin(𝑥1𝑡) − sin(𝑥2𝑡)) 𝑑𝑡|

≤ ∫
𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑡)|| sin(𝑥1𝑡) − sin(𝑥2𝑡)|𝑑𝑡

≤ ∫
𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑡)||𝑥1𝑡 − 𝑥2𝑡|𝑑𝑡 d’après la question (2)

= (∫
𝑏

𝑎
|𝑡𝑓 (𝑡)|𝑑𝑡) |𝑥1 − 𝑥2|

Donc 𝐹 est lipscthitzienne.
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Solution de l’exercice 5.

(1) Par hypothèse, on a 0 = 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) =
𝑛

∑
𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) (
sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓 ) − inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓 )

)
.

Ainsi, puisqu’il s’agit d’une somme nulle de termes positifs, on obtient que pour chaque 𝑘 = 1, … , 𝑛,

sup
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

(𝑓 ) − inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

(𝑓 ) = 0.

Soit 𝑘 ∈ {1, … , 𝑛} alors sup
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

(𝑓 ) = inf
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]

(𝑓 ) et donc 𝑓 est constante sur [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘].

(2) Montrons par récurrence sur 𝑘 = 1, … , 𝑛 que 𝑓 est constante sur [𝑥0, 𝑥𝑘].
Initialisation. D’après la question précédente, 𝑓 est constante sur [𝑥0, 𝑥1].
Hérédité. Supposons que 𝑓 soit constante sur [𝑥0, 𝑥𝑘] pour 𝑘 = 1, … , 𝑛 − 1.
Alors 𝑓 est constante égale à 𝑓(𝑥𝑘) sur [𝑥0, 𝑥𝑘] et sur [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] et donc 𝑓 est constante sur [𝑥0, 𝑥𝑘+1].

Ainsi 𝑓 est constante sur [𝑎, 𝑏] = [𝑥0, 𝑥𝑛].

Solution de l’exercice 6.

(1) Méthode 1. Supposons que ∫
𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Définissons 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ par 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝜑(𝑡)𝑑𝑡, alors, d’après le théorème fondamental de l’analyse,

𝐹 est dérivable et ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐹 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥) ≥ 0.

Ainsi 𝐹 est croissante, 𝐹 (𝑎) = ∫
𝑎

𝑎
𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 0 et 𝐹 (𝑏) = ∫

𝑏

𝑎
𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Donc 𝐹 est constante et ainsi ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) = 0.

Méthode 2. Nous allons montrer la contraposée, i.e. ∃𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑(𝑥) ≠ 0 ⟹ ∫
𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 ≠ 0.

Supposons qu’il existe 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que 𝜑(𝑥0) > 0.
Puisque 𝜑 est continue en 𝑥0, il existe 𝜂 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝜂 ⟹ |𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥0)| ≤ 𝜑(𝑥0)

2 .
• Premier cas : 𝑥0 ∈]𝑎, 𝑏[.

Posons 𝛿 ≔ min(𝜂, 𝑥0−𝑎
2 , 𝑏−𝑥0

2 ) alors la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 < 𝑥0 − 𝛿 < 𝑥0 + 𝛿 < 𝑏} est bien définie
et

∫
𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = ⨜

𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 ≥ (𝑥0 − 𝛿 − 𝑎) inf

[𝑎,𝑥0−𝛿]
(𝜑) + 2𝛿 inf

[𝑥0−𝛿,𝑥0+𝛿]
(𝜑) + (𝑏 − 𝑥0 − 𝛿) inf

[𝑥0+𝛿,𝑛]
(𝜑)

≥ 2𝛿 inf
[𝑥0−𝛿,𝑥0+𝛿]

(𝜑) puisque 𝜑 ≥ 0

≥ 𝛿𝜑(𝑥0) puisque ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿], 𝜑(𝑥) > 𝜑(𝑥0) − 𝜑(𝑥0)
2 = 𝜑(𝑥0)

2
> 0

• Deuxième cas : 𝑥0 ∈ {𝑎, 𝑏}.
Alors, par continuité, il existe 𝑥1 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que 𝜑(𝑥1) > 0 et on se ramène ainsi au premier cas.
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(2) Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue vérifiant ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 1 et ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏 − 𝑎.

Définissons 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ par 𝜑(𝑥) = 1 − 𝑓(𝑥).

Alors 𝜑 est continue, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑(𝑥) ≥ 0 et ∫
𝑏

𝑎
𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
1𝑑𝑥 − ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ainsi, d’après la question précédente, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝜑(𝑥) = 0 et donc ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) = 1.

Réciproquement, vérifions que la fonction 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ constante égale à 1 convient :
• 𝑓 est continue.
• Soit 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] alors 𝑓(𝑥) = 1 ≤ 1.

• ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
1𝑑𝑥 = 𝑏 − 𝑎.

Donc l’unique fonction 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ continue vérifiant ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 1 et ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑏 − 𝑎 est

la fonction constante égale à 1.

Solution de l’exercice 7.
Soit 𝑥 > 1.
Alors 𝑥 < 𝑥3 et, puisque 𝑡 ↦ 1

(ln(𝑡))2 est décroissante sur [𝑥, 𝑥3], on a que ∀𝑡 ∈ [𝑥, 𝑥3], 1
(ln(𝑡))2 ≥ 1

(ln(𝑥3))2 .

Donc ∫
𝑥3

𝑥

1
(ln(𝑡))2 𝑑𝑡 ≥ ∫

𝑥3

𝑥

1
(ln(𝑥3))2 𝑑𝑡 = 𝑥3 − 𝑥

(ln(𝑥3))2 = 𝑥3 − 𝑥
9(ln(𝑥))2 .

De plus lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 𝑥
9(ln(𝑥))2 = +∞ par croissances comparées.

On obtient donc que lim
𝑥→+∞ ∫

𝑥3

𝑥

1
(ln(𝑡))2 𝑑𝑡 = +∞.

Solution de l’exercice 8.

(1) Puisque la fonction
[0, 1] → ℝ

𝑥 ↦ 1
(1+𝑥)2

est continue sur un segment, on a

lim
𝑛→+∞

𝑛
𝑛

∑
𝑘=1

1
(𝑛 + 𝑘)2 = lim

𝑛→+∞
1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

1

(1 + 𝑘
𝑛 )

2 = ∫
1

0

1
(1 + 𝑥)2 𝑑𝑥 = [− 1

1 + 𝑥]
1

0
= 1

2.

On aurait aussi pu considérer la fonction
[1, 2] → ℝ

𝑥 ↦ 1
𝑥2

.

(2) Puisque la fonction [0, 1] → ℝ
𝑥 ↦ √𝑥 est continue sur un segment, on a

lim
𝑛→+∞

𝑛−1

∑
𝑘=1

√𝑘

𝑛√𝑛
= lim

𝑛→+∞
1
𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=1

√
𝑘
𝑛 = lim

𝑛→+∞
1
𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

√
𝑘
𝑛 = ∫

1

0
√𝑥𝑑𝑥 = [

2
3𝑥

3
2 ]

1

0
= 2

3.

Solution de l’exercice 9.
(1) 𝜄 : iota minuscule

(2) Η : eta majuscule

(3) 𝛿 : delta minuscule

(4) Ρ : rho majuscule


