Université d’Angers — 2023/2024
Analyse approfondie
CC du 6 décembre 2023.

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.
Vous devez justifier toutes vos réponses. La note tiendra compte de la qualité et de la concision de la rédaction.
Vous pouvez utiliser tous les résultats du cours. Ces résultats doivent étre cités correctement.

Exercice 1.
(1) Ecrire sous forme d"un énoncé avec quantificateurs que R est archimédien.
(2) Montrer que Vx > 0, 3n e N\ {0}, % <x<n.

Exercice 2.

(1) Montrer que Vk € N\ {0}, \/k+1—\/E<L\/_< Vi—Vk-1.
2vk

10000
(2) En déduire la valeur de {l Z L‘
2 = \/Z

Exercice 3.
Soit f : [a, b] = R une fonction croissante.

(1) Montrer que f est bornée.

(2) Soitn € N\ {0}.

On considere la subdivision P := {a = xy < x| < --- < x,, = b} de [a, b] définie par x, = a+k

LB - f@).

b—a
—

Montrer que Up(f) — Lp(f) =
(3) En déduire que f est intégrable.

Exercice 4.
Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables et calculer leurs intégrales.

[-1,2] - R @) g [1,42] — R

X > x|x| ) X ~  min(x, 7)

1 f:

Exercice 5.

(1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive.

b
Montrer que si / f(x)dx = 0alors Vx € [a,b], f(x) =0.

(2) Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
b

On suppose que f(x)g(x)dx = 0 pour toute fonction g : [a,b] — R continue.

Montrer que Vx € a[a, b], f(x)=0.

Exercice 6.
2x e_t
On considere la fonction f :]0, +o0[— R définie par f(x) = / Tdt.
X
(1) Montrer que f est dérivable et déterminer sa dérivée.

(2) Etudier les variations de f.
(3) Montrer que Vx > 0, e X In2) < f(x) < e *In(2).
(4) Déterminer lirr(1) f(x) et lirp f(x).

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 7.
Calculer les limites suivantes :

1) nl—i>1:1|-100 % kZ} cos? <k7”> (2) nEwa % \ ﬁ(” + k)
= \J k=1

Exercice 8.

Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en francais et préciser sil s’agit d"une minus-
cule ou d’une majuscule: (1) ¢ 2)r (3) A 4) 7y



Université d’Angers — 2023/2024 — Analyse approfondie — CC P7 3

Solution de I’exercice 1.
(1) Ve >0,YA >0, 3n € N, ne > A.

(2) Soit x > 0. Puisque R est archimédien, il existe n; € N tel que n; > x.
De méme, il existe n, € N tel que n,x > 1.

Posons n := max(n;,n,, 1) alorsn >1>0,n > n, >xet% < ni < Xx.
2

On a bien montré que Vx > 0, 3n € N'\ {0}, % <x<n.

Solution de l’exercice 2.

(1) Méthode 1. Soit k € N \ {0}.

Alors
(Vi (VReTe V) 1
R Y Y PRV A
et
(Ve (VR 1
Ve Ve-1= Vik+Vk—-1 i+ k—1>2\/;

On a bien montré que Vk + —\/E<L\/_<\/E—\/k—l.
2V k
Meéthode 2. Soit k € N\ {0}. Alors
0<(\/k+ —\/E>2=2k+1—2\/k+1\/2 — 2Vk+1Vk-2k <1

1
= Viri- Ve L

et

0<<\/E—\/ﬁ)2=2k—1—2\/h/m — 1<2k-2VKkVEk—1
— L Vi-Vk—1

2V k
On a bien montré que Vk + —\/E<L\/_<\/E—\/k—l.
2Vk

Meéthode 3. Soit k € N'\ {0}.
[k,k+1] - R

X [ad

La fonction f : est dérivable sur [k, k + 1], donc, d’apres le théoréme des accrois-

Jfk+1) = f(k)

sements finis, il existe ¢ € 1k, k + 1] tel que Tk = f'(c), ie.
1 1
Vik+1-— \/— = < —.
2v/e 24k
. [k-1k] - R . ‘s PR
La fonction g : est continue sur [k — 1, k] et dérivable sur ]k — 1, k[, donc, d’apres
X > \/;
k)—gk—-1
le théoréme des accroissements finis, il existe d € 1k — 1, k[ tel que % =g'(d),i.e.
VE-ViTie Lo L
2v/d  2vk

On a bien montré que Vk + —\/E< L\/_ < \/E—\/k—l.
2V k
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(2) On déduit de la question précédente que

10000 10000 10000

2(\/k+ —\/E)<lzi< <\/E—\/k—1>
2
k=1 k=1 Vk k=1
110000 1
— 99 < V10001 -1 < = — < /10000 = 100
2 k=1 \/%

! 10000 ]
Donc | = — | =99.
L 2 «zJ

Solution de ’exercice 3.

(1) Soit x € [a, b]. Puisque f est croissante, on déduit de a < x < b que f(a) < f(x) < f(b).
On a montré que Im, M € R, Vx € [a,b], m < f(x) < M, i.e. que f est bornée.

(2) Ona
= 3 (=) 00 0) = 3 (452 ) = 254 3 s
k=1 (g1 =1 " oS
et
Lp(f)=Y ((xk ~xi1) | inf ](f)> =Y (B4 remen) =22 Y ron.
k=1 k—=1-Xk =1 =1
Ainsi

b—a
n

b—a
n

=L (£ - fla.

Up(f)—Lp(f) = Z (fG) = ) = (f(x) = f(xp) =
k=1
(3) Soite > 0.

Puisque HETm %(f(b) — f(a)) =0, il existe n € N\ {0} tel que b_T”(f(b) — f(a)) < e.

b—a
, alors

Considérons la subdivision P := {a = xy < x; < -+ < x,, = b} de [a, b] définie par x;, = a+k

b —S(b) - f@) <.

Up(f) = Lp(f) =

On a bien montré que Ve > 0, 3P subdivision de [a, b], Up(f) — Lp(f) < ¢, i.e. que f est intégrable.

Solution de I’exercice 4.

(1) La fonction f est continue sur le segment [—1,2] et est donc intégrable.
On déduit de la relation de Chasles que

2 2 0 2 0 2 3
/ f(x)dx=/ x|x|dx = / x|x|dx+/ x|x|a’x=—/ xzdx+/ x?dx = — [—
-1 -1 -1 0 -1 0 3

(2) La fonction g est continue sur le segment [1, 42] et est donc intégrable.
On déduit de la relation de Chasles que

42 42 z 42 z 42
f(x)dx = min(x, z)dx :/ min(x, r)dx + min(x, z)dx =/ xa’x+/ zdx
1 1 1 z 1 z
217 2
X 1 =z
=|=| +7A2-n)=42r — - — —
[ 2|, 7 ( ) T-2=3
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Solution de I’exercice 5.

b
(1) Meéthode 1. Nous allons montrer la contraposée, i.e. 3x € [a,b], f(x) #0 = / f(x)dx # 0.
a

Supposons qu’il existe x(, € [a, b] tel que f(x,) > 0.
Puisque f est continue en X, il existe n > 0 tel que Vx € [a,b], |[x —xo| <n = |f(x) - f(x0)| < @
e Premier cas: xy €]a, b[.

Xp—a b—X()
27 2

Posons 6 := min (;1, ) alors la subdivision P := {a < x; — 6 < x(y+ 6 < b} est bien définie

et
b b
/ f(x)dxz/ f(x)dxz(xo—é—a)[ 1nf5](f)+25 inf (f)+(b—x0—5)[ inf (f)

a,xg— [x9—6,x0+6] Xo+0,n]

>26 inf i >0
- [xo-lsr,lxow](f ) puisque f >

f(xg) _ f(xp)
2 2

> 6f(xg) puisque Vx € [xy — 8, xy + 6], f(x) > f(xy) —

>0
e Deuxieme cas : xy = a.

Posons 6 := min <11, b;za> alors la subdivision P := {a < a + 6 < b} est bien définie et

b b
/ Fx)dx =/ f(x)dx > 6 inf (f)+(b—a—38) inf (f)
a Ja [a,a+4] [a+6,n]
>0 [a%?fﬁ]( f) puisque f >0

f(xp) _ J(xp)
2 2

> gf(xo) puisque Vx € [a,a + 6], f(x) > f(xy) —
>0
e Troisieme cas : xy = b.

Posons 6 := min <11, b;za> alors la subdivision P := {a < b — 6 < b} est bien définie et
b b
/a f(x)dx = [a f(x)dx 2 (b—6—a) [a{})I_fﬁ](f) +6 [blf}jfb](f)
>6 [bl—rzlSi,:b]( f) puisque f >0

VACYRAC,
2 2

> gf(xo) puisque Vx € [b—6,b], f(x) > f(xq) —
>0

Pour les deuxiéme et troisiéme cas, lorsque x, € {a, b}, on aurait aussi pu directement se ramener au premier
cas en montrant qu’il existe alors x| €]la, b[ tel que f(x;) > 0.

b
Meéthode 2. Supposons que / f(x)dx =0.

Définissons F : [a,b] = R par F(x) = / f(t)dt, alors, d’aprés le théoréme fondamental de 1’analyse,
F est dérivable et Vx € [a,b], F'(x) = fgx) > 0.

a b
Ainsi F est croissante, F(a) = / f@dt=0et F(b) = / f(dt =0.

a a
Donc F est constante et ainsi Vx € [a, b], f(x) = F'(x) =0.

b
(2) D’apres I'hypothese, en prenant g = f, il vient / f(x)*dx = 0.

Or f? est une fonction continue et positive.
Ainsi, d’apres la question précédente, Vx € [a, b], f (x)? = 0 et donc Vx € [a, b], f(x)=0.
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Solution de I’exercice 6.

]0,+00[ —» R
(1) Puisque la fonction _, ¢ estcontinue, on déduit du théoreme fondamental de I’analyse
x (el
X

X
que la fonction F :]0,+o0[— R définie par F(x) = / ert est dérivable sur ]0, +oo[ de dérivée
1

F'(x) =
On dedult de la relation de Chasles que

2x ! 2x ¢ 2x ¢
f(x)=/ —dt / —dt+/ ert=/ —dt—/ —dt F(2x) — F(x).
1

Ainsi f est dérivable par opérations élémentaires sur des fonctions dérivables et

—2x —X —2x —-Xx

f/(x) = 2F'(2x)— F'(x) — ex _e _

(2) Soit x €]0,+oo[ alors 2x > x, d’olt e™* < ¢~ et ainsi f'(x) = & x_e_x <0.
Ainsi f est strictement décroissante sur 0, +oo].

(3) Soit x > 0, alors

—2x —t -X 2x -2x 2x ¢ 2x —x
Vie[x2x], f— <4 <¢ = ¢ _dr< € dr < ¢ _ar
t t t x t . .
2x 1 2x 1
= ¥ / —dt < f(x) < e / ~dt
X t X t

= ¢ (In@x) - In(x) < f(x) < e~ (In2x) - In(x))
= ¢ >In(2) < f(x) < e *In(2)

(4) Puisque Vx > 0, e In(2) < f(x) < e " In(2), xlirfw e In(2) = O et xlirpw e *In(2) = 0, on déduit du
théoreme des gendarmes que
Jim_ s =
De méme, puisque Vx > 0, e ¥ In(2) < f(x) < e ¥ In(2), lim e In(2) = In(2) et lim ¢~ In(2) = In(2),

on déduit du théoréme des gendarmes que

limo f(x) =1In(2).
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Solution de l’exercice 7.

[0, 7] — R

(1) Puisque la fonction . cosz(x)

est continue sur un segment, on a

" n
lim 1 Z“cos2 (k—”> = lim L <Z Zcosz <k_ﬂ)>
n—+oo n n n=s+oo T n .
k=1 “~
V.4 V.4 o) 1 (2 5
= l/ cos?(x)dx = l/ cos@ot+l, _1 [w
0 0

Y

1
1 1 2 V4 4 0_5

[0,1] - R

On aurait aussi pu considérer la fonction 2 .
— cos“(mx)

(2) Remarquons que

1.1 1% 1 % k 1y k
In - L[l(n+k) :—ln(n)+;;ln(n+k)=—ln(n)+;k§1(ln(n)+ln(l+;>>:;éln(l+;).

Puisque la fonction .21 = est continue sur un segment, on a
In(x)
1 k ? 2
lim - Zln (1 + —) = / In(x)dx = |xIn(x) — x|| =2In(2) - 1.
n—>+oco n = n 1

[0,1] — R

On aurait aussi pu considérer la fonction )
P f = In(l + x)

Ainsi

lim I H(n +k)= lim 2n@-1 = i



