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Exercice 1.
(1) Écrire sous forme d’un énoncé avec quantificateurs que ℝ est archimédien.
(2) Montrer que ∀𝑥 > 0, ∃𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0}, 1

𝑛 < 𝑥 < 𝑛.

Exercice 2.

(1) Montrer que ∀𝑘 ∈ ℕ ⧵ {0}, √𝑘 + 1 − √𝑘 < 1
2√𝑘

< √𝑘 − √𝑘 − 1.

(2) En déduire la valeur de
⎢⎢⎢⎣

1
2

10000

∑
𝑘=1

1
√𝑘

⎥⎥⎥⎦
.

Exercice 3.
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction croissante.
(1) Montrer que 𝑓 est bornée.
(2) Soit 𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0}.

On considère la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏} de [𝑎, 𝑏] définie par 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘𝑏 − 𝑎
𝑛 .

Montrer que 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) = 𝑏 − 𝑎
𝑛 (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)).

(3) En déduire que 𝑓 est intégrable.

Exercice 4.
Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables et calculer leurs intégrales.

(1) 𝑓 ∶ [−1, 2] → ℝ
𝑥 ↦ 𝑥|𝑥| (2) 𝑔 ∶ [1, 42] → ℝ

𝑥 ↦ min(𝑥, 𝜋)

Exercice 5.

(1) Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue et positive.

Montrer que si ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 alors ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) = 0.

(2) Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue.

On suppose que ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 pour toute fonction 𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ continue.

Montrer que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) = 0.

Exercice 6.

On considère la fonction 𝑓 ∶]0, +∞[→ ℝ définie par 𝑓(𝑥) = ∫
2𝑥

𝑥

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡.
(1) Montrer que 𝑓 est dérivable et déterminer sa dérivée.
(2) Étudier les variations de 𝑓 .
(3) Montrer que ∀𝑥 > 0, 𝑒−2𝑥 ln(2) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥 ln(2).
(4) Déterminer lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) et lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥).

Tournez la page S.V.P.
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Exercice 7.
Calculer les limites suivantes :

(1) lim
𝑛→+∞

1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

cos2
(

𝑘𝜋
𝑛 ) (2) lim

𝑛→+∞
1
𝑛

𝑛
√√√
⎷

𝑛

∏
𝑘=1

(𝑛 + 𝑘)

Exercice 8.
Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en français et préciser s’il s’agit d’une minus-
cule ou d’une majuscule : (1) 𝜎 (2) Γ (3) Λ (4) 𝛾
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Solution de l’exercice 1.

(1) ∀𝜀 > 0, ∀𝐴 > 0, ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑛𝜀 > 𝐴.

(2) Soit 𝑥 > 0. Puisque ℝ est archimédien, il existe 𝑛1 ∈ ℕ tel que 𝑛1 > 𝑥.
De même, il existe 𝑛2 ∈ ℕ tel que 𝑛2𝑥 > 1.
Posons 𝑛 ≔ max(𝑛1, 𝑛2, 1) alors 𝑛 ≥ 1 > 0, 𝑛 ≥ 𝑛1 > 𝑥 et 1

𝑛 ≤ 1
𝑛2

< 𝑥.
On a bien montré que ∀𝑥 > 0, ∃𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0}, 1

𝑛 < 𝑥 < 𝑛.

Solution de l’exercice 2.

(1) Méthode 1. Soit 𝑘 ∈ ℕ ⧵ {0}.
Alors

√𝑘 + 1 − √𝑘 =
(√𝑘 + 1 − √𝑘) (√𝑘 + 1 + √𝑘)

√𝑘 + 1 + √𝑘
= 1

√𝑘 + 1 + √𝑘
< 1

2√𝑘
et

√𝑘 − √𝑘 − 1 =
(√𝑘 − √𝑘 − 1) (√𝑘 + √𝑘 − 1)

√𝑘 + √𝑘 − 1
= 1

√𝑘 + √𝑘 − 1
> 1

2√𝑘
.

On a bien montré que √𝑘 + 1 − √𝑘 < 1
2√𝑘

< √𝑘 − √𝑘 − 1.

Méthode 2. Soit 𝑘 ∈ ℕ ⧵ {0}. Alors

0 < (√𝑘 + 1 − √𝑘)
2

= 2𝑘 + 1 − 2√𝑘 + 1√𝑘 ⟹ 2√𝑘 + 1√𝑘 − 2𝑘 < 1

⟹ √𝑘 + 1 − √𝑘 < 1
2√𝑘

et

0 < (√𝑘 − √𝑘 − 1)
2

= 2𝑘 − 1 − 2√𝑘√𝑘 − 1 ⟹ 1 < 2𝑘 − 2√𝑘√𝑘 − 1

⟹ 1
2√𝑘

< √𝑘 − √𝑘 − 1

On a bien montré que √𝑘 + 1 − √𝑘 < 1
2√𝑘

< √𝑘 − √𝑘 − 1.

Méthode 3. Soit 𝑘 ∈ ℕ ⧵ {0}.
La fonction 𝑓 ∶ [𝑘, 𝑘 + 1] → ℝ

𝑥 ↦ √𝑥 est dérivable sur [𝑘, 𝑘 + 1], donc, d’après le théorème des accrois-

sements finis, il existe 𝑐 ∈ ]𝑘, 𝑘 + 1[ tel que 𝑓(𝑘 + 1) − 𝑓(𝑘)
(𝑘 + 1) − 𝑘 = 𝑓 ′(𝑐), i.e.

√𝑘 + 1 − √𝑘 = 1
2√𝑐

< 1
2√𝑘

.

La fonction 𝑔 ∶ [𝑘 − 1, 𝑘] → ℝ
𝑥 ↦ √𝑥 est continue sur [𝑘 − 1, 𝑘] et dérivable sur ]𝑘 − 1, 𝑘[, donc, d’après

le théorème des accroissements finis, il existe 𝑑 ∈ ]𝑘 − 1, 𝑘[ tel que 𝑔(𝑘) − 𝑔(𝑘 − 1)
𝑘 − (𝑘 − 1) = 𝑔′(𝑑), i.e.

√𝑘 − √𝑘 − 1 = 1
2√𝑑

> 1
2√𝑘

.

On a bien montré que √𝑘 + 1 − √𝑘 < 1
2√𝑘

< √𝑘 − √𝑘 − 1.
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(2) On déduit de la question précédente que

10000

∑
𝑘=1

(√𝑘 + 1 − √𝑘) < 1
2

10000

∑
𝑘=1

1
√𝑘

<
10000

∑
𝑘=1

(√𝑘 − √𝑘 − 1)

⟹ 99 < √10001 − 1 < 1
2

10000

∑
𝑘=1

1
√𝑘

< √10000 = 100

Donc
⎢⎢⎢⎣

1
2

10000

∑
𝑘=1

1
√𝑘

⎥⎥⎥⎦
= 99.

Solution de l’exercice 3.

(1) Soit 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Puisque 𝑓 est croissante, on déduit de 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 que 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑏).
On a montré que ∃𝑚, 𝑀 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 , i.e. que 𝑓 est bornée.

(2) On a

𝑈𝑃 (𝑓 ) =
𝑛

∑
𝑘=1 ((𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) sup

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓 )

)
=

𝑛

∑
𝑘=1

(
𝑏 − 𝑎

𝑛 𝑓(𝑥𝑘)) = 𝑏 − 𝑎
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘)

et

𝐿𝑃 (𝑓 ) =
𝑛

∑
𝑘=1 ((𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) inf

[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘]
(𝑓 )) =

𝑛

∑
𝑘=1

(
𝑏 − 𝑎

𝑛 𝑓(𝑥𝑘−1)) = 𝑏 − 𝑎
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘−1).

Ainsi

𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) = 𝑏 − 𝑎
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

(𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘−1)) = 𝑏 − 𝑎
𝑛 (𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0)) = 𝑏 − 𝑎

𝑛 (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) .

(3) Soit 𝜀 > 0.
Puisque lim

𝑛→+∞
𝑏 − 𝑎

𝑛 (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) = 0, il existe 𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0} tel que 𝑏−𝑎
𝑛 (𝑓 (𝑏) − 𝑓(𝑎)) < 𝜀.

Considérons la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏} de [𝑎, 𝑏] définie par 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘𝑏 − 𝑎
𝑛 , alors

𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) = 𝑏 − 𝑎
𝑛 (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) < 𝜀.

On a bien montré que ∀𝜀 > 0, ∃𝑃 subdivision de [𝑎, 𝑏], 𝑈𝑃 (𝑓 ) − 𝐿𝑃 (𝑓 ) ≤ 𝜀, i.e. que 𝑓 est intégrable.

Solution de l’exercice 4.

(1) La fonction 𝑓 est continue sur le segment [−1, 2] et est donc intégrable.
On déduit de la relation de Chasles que

∫
2

−1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

2

−1
𝑥|𝑥|𝑑𝑥 = ∫

0

−1
𝑥|𝑥|𝑑𝑥 + ∫

2

0
𝑥|𝑥|𝑑𝑥 = − ∫

0

−1
𝑥2𝑑𝑥 + ∫

2

0
𝑥2𝑑𝑥 = − [

𝑥3

3 ]
0

−1
+ [

𝑥3

3 ]
2

0
= 7

3.

(2) La fonction 𝑔 est continue sur le segment [1, 42] et est donc intégrable.
On déduit de la relation de Chasles que

∫
42

1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

42

1
min(𝑥, 𝜋)𝑑𝑥 = ∫

𝜋

1
min(𝑥, 𝜋)𝑑𝑥 + ∫

42

𝜋
min(𝑥, 𝜋)𝑑𝑥 = ∫

𝜋

1
𝑥𝑑𝑥 + ∫

42

𝜋
𝜋𝑑𝑥

= [
𝑥2

2 ]
𝜋

1
+ 𝜋 (42 − 𝜋) = 42𝜋 − 1

2 − 𝜋2

2
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Solution de l’exercice 5.

(1) Méthode 1. Nous allons montrer la contraposée, i.e. ∃𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≠ 0 ⟹ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≠ 0.

Supposons qu’il existe 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que 𝑓(𝑥0) > 0.
Puisque 𝑓 est continue en 𝑥0, il existe 𝜂 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝜂 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| ≤ 𝑓(𝑥0)

2 .
• Premier cas : 𝑥0 ∈]𝑎, 𝑏[.

Posons 𝛿 ≔ min(𝜂, 𝑥0−𝑎
2 , 𝑏−𝑥0

2 ) alors la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 < 𝑥0 − 𝛿 < 𝑥0 + 𝛿 < 𝑏} est bien définie
et

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ⨜

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ (𝑥0 − 𝛿 − 𝑎) inf

[𝑎,𝑥0−𝛿]
(𝑓 ) + 2𝛿 inf

[𝑥0−𝛿,𝑥0+𝛿]
(𝑓 ) + (𝑏 − 𝑥0 − 𝛿) inf

[𝑥0+𝛿,𝑛]
(𝑓 )

≥ 2𝛿 inf
[𝑥0−𝛿,𝑥0+𝛿]

(𝑓 ) puisque 𝑓 ≥ 0

≥ 𝛿𝑓(𝑥0) puisque ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿], 𝑓 (𝑥) > 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)
2 = 𝑓(𝑥0)

2
> 0

• Deuxième cas : 𝑥0 = 𝑎.
Posons 𝛿 ≔ min(𝜂, 𝑏−𝑎

2 ) alors la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 < 𝑎 + 𝛿 < 𝑏} est bien définie et

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ⨜

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ 𝛿 inf

[𝑎,𝑎+𝛿]
(𝑓 ) + (𝑏 − 𝑎 − 𝛿) inf

[𝑎+𝛿,𝑛]
(𝑓 )

≥ 𝛿 inf
[𝑎,𝑎+𝛿]

(𝑓 ) puisque 𝑓 ≥ 0

≥ 𝛿
2𝑓(𝑥0) puisque ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑎 + 𝛿], 𝑓 (𝑥) > 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)

2 = 𝑓(𝑥0)
2

> 0
• Troisième cas : 𝑥0 = 𝑏.

Posons 𝛿 ≔ min(𝜂, 𝑏−𝑎
2 ) alors la subdivision 𝑃 ≔ {𝑎 < 𝑏 − 𝛿 < 𝑏} est bien définie et

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ⨜

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≥ (𝑏 − 𝛿 − 𝑎) inf

[𝑎,𝑏−𝛿]
(𝑓 ) + 𝛿 inf

[𝑏−𝛿,𝑏]
(𝑓 )

≥ 𝛿 inf
[𝑏−𝛿,𝑏]

(𝑓 ) puisque 𝑓 ≥ 0

≥ 𝛿
2𝑓(𝑥0) puisque ∀𝑥 ∈ [𝑏 − 𝛿, 𝑏], 𝑓 (𝑥) > 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)

2 = 𝑓(𝑥0)
2

> 0
Pour les deuxième et troisième cas, lorsque 𝑥0 ∈ {𝑎, 𝑏}, on aurait aussi pu directement se ramener au premier
cas en montrant qu’il existe alors 𝑥1 ∈]𝑎, 𝑏[ tel que 𝑓(𝑥1) > 0.

Méthode 2. Supposons que ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Définissons 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ par 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡, alors, d’après le théorème fondamental de l’analyse,

𝐹 est dérivable et ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ≥ 0.

Ainsi 𝐹 est croissante, 𝐹 (𝑎) = ∫
𝑎

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0 et 𝐹 (𝑏) = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Donc 𝐹 est constante et ainsi ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) = 𝐹 ′(𝑥) = 0.

(2) D’après l’hypothèse, en prenant 𝑔 = 𝑓 , il vient ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)2𝑑𝑥 = 0.

Or 𝑓 2 est une fonction continue et positive.
Ainsi, d’après la question précédente, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥)2 = 0 et donc ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) = 0.
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Solution de l’exercice 6.

(1) Puisque la fonction
]0, +∞[ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑒−𝑥

𝑥
est continue, on déduit du théorème fondamental de l’analyse

que la fonction 𝐹 ∶]0, +∞[→ ℝ définie par 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

1

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 est dérivable sur ]0, +∞[ de dérivée

𝐹 ′(𝑥) = 𝑒−𝑥

𝑥 .
On déduit de la relation de Chasles que

𝑓(𝑥) = ∫
2𝑥

𝑥

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 = ∫
1

𝑥

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 + ∫
2𝑥

1

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 = ∫
2𝑥

1

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 − ∫
𝑥

1

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 = 𝐹 (2𝑥) − 𝐹 (𝑥).

Ainsi 𝑓 est dérivable par opérations élémentaires sur des fonctions dérivables et

𝑓 ′(𝑥) = 2𝐹 ′(2𝑥) − 𝐹 ′(𝑥) = 𝑒−2𝑥

𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥 = 𝑒−2𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥 .

(2) Soit 𝑥 ∈]0, +∞[ alors 2𝑥 > 𝑥, d’où 𝑒−2𝑥 < 𝑒−𝑥 et ainsi 𝑓 ′(𝑥) = 𝑒−2𝑥−𝑒−𝑥

𝑥 < 0.
Ainsi 𝑓 est strictement décroissante sur ]0, +∞[.

(3) Soit 𝑥 > 0, alors

∀𝑡 ∈ [𝑥, 2𝑥], 𝑒−2𝑥

𝑡 ≤ 𝑒−𝑡

𝑡 ≤ 𝑒−𝑥

𝑡 ⟹ ∫
2𝑥

𝑥

𝑒−2𝑥

𝑡 𝑑𝑡 ≤ ∫
2𝑥

𝑥

𝑒−𝑡

𝑡 𝑑𝑡 ≤ ∫
2𝑥

𝑥

𝑒−𝑥

𝑡 𝑑𝑡

⟹ 𝑒−2𝑥
∫

2𝑥

𝑥

1
𝑡 𝑑𝑡 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥

∫
2𝑥

𝑥

1
𝑡 𝑑𝑡

⟹ 𝑒−2𝑥 (ln(2𝑥) − ln(𝑥)) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥 (ln(2𝑥) − ln(𝑥))
⟹ 𝑒−2𝑥 ln(2) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥 ln(2)

(4) Puisque ∀𝑥 > 0, 𝑒−2𝑥 ln(2) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥 ln(2), lim
𝑥→+∞

𝑒−2𝑥 ln(2) = 0 et lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥 ln(2) = 0, on déduit du
théorème des gendarmes que

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0.

De même, puisque ∀𝑥 > 0, 𝑒−2𝑥 ln(2) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥 ln(2), lim
𝑥→0

𝑒−2𝑥 ln(2) = ln(2) et lim
𝑥→0

𝑒−𝑥 ln(2) = ln(2),
on déduit du théorème des gendarmes que

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = ln(2).
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Solution de l’exercice 7.

(1) Puisque la fonction [0, 𝜋] → ℝ
𝑥 ↦ cos2(𝑥) est continue sur un segment, on a

lim
𝑛→+∞

1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

cos2
(

𝑘𝜋
𝑛 ) = lim

𝑛→+∞
1
𝜋 (

𝜋
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

cos2
(

𝑘𝜋
𝑛 ))

= 1
𝜋 ∫

𝜋

0
cos2(𝑥)𝑑𝑥 = 1

𝜋 ∫
𝜋

0

cos(2𝑥) + 1
2 𝑑𝑥 = 1

𝜋 [
sin(2𝑥) + 2𝑥

4 ]
𝜋

0
= 1

2

On aurait aussi pu considérer la fonction [0, 1] → ℝ
𝑥 ↦ cos2(𝜋𝑥) .

(2) Remarquons que

ln
⎛
⎜
⎜
⎝

1
𝑛

𝑛
√√√
⎷

𝑛

∏
𝑘=1

(𝑛 + 𝑘)
⎞
⎟
⎟
⎠

= − ln(𝑛) + 1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

ln(𝑛 + 𝑘) = − ln(𝑛) + 1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

(ln(𝑛) + ln(1 + 𝑘
𝑛 )) = 1

𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

ln(1 + 𝑘
𝑛 ) .

Puisque la fonction [1, 2] → ℝ
𝑥 ↦ ln(𝑥) est continue sur un segment, on a

lim
𝑛→+∞

1
𝑛

𝑛

∑
𝑘=1

ln(1 + 𝑘
𝑛 ) = ∫

2

1
ln(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑥 ln(𝑥) − 𝑥]

2
1 = 2 ln(2) − 1.

On aurait aussi pu considérer la fonction [0, 1] → ℝ
𝑥 ↦ ln(1 + 𝑥) .

Ainsi

lim
𝑛→+∞

1
𝑛

𝑛
√√√
⎷

𝑛

∏
𝑘=1

(𝑛 + 𝑘) = lim
𝑛→+∞

𝑒2 ln(2)−1 = 4
𝑒 .


