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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

y

Graphe de y= |x]
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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.
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Partie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.

Existence pour x > 0.

Posons E:={neN : x <nj}.

Puisque R est archimédien, on sait que E # &.
Donc p := min(E) est bien défini (car N est bien ordonné).
Puisque p€ E,ona x < p.

Puisque p—1¢ E,onap—1<x.
Doncn:=p—1vérifien<x<n+1.
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Partie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

Démonstration. Soit x € R.

Existence pour x > 0.

Posons E:={neN : x <nj}.

Puisque R est archimédien, on sait que E # &.
Donc p := min(E) est bien défini (car N est bien ordonné).
Puisque p€ E,ona x < p.

Puisque p—1¢ E,onap—1<x.
Doncn:=p—1vérifien<x<n+1.

Unicité. Supposons que n,n’ € Z vérifientn <x <n+1letn’ <x<n' +1.
Alorsn—n"—1<0<n—-n"+1dou—-1<n —n<l.
Puisquen’ —ne Z,onan—-n' =0,i.e.n’ =n. [ |
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rtie entiere

Théoréme : existence et unicité de la partie entiere d’un réel

Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelquen < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note |x]| ou E(x).

y

Corollaire

5 4 3 2 -1 0 12 3 4 °*VxeR, [x] <x<[x]+1
*VxeR, x—1<|x]<x

Graphe de y= |x]
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Théoréme

V2ga
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 1 : par le théoréme fondamental de I'arithmétique.
Supposons par I'absurde que \/_ = % olabeNeth+#0.

Alors 2b” = a°.

La décomposition primaire de 2b? contient un nombre impair de facteurs premiers (comptés avec
les exposants) alors que la décomposition primaire a? contient un nombre pair de facteurs
premiers (comptés avec les exposants).

D’ol une contradiction avec 'unicité de la factorisation en facteurs premiers. [ |

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels (suite et fin) — 4 octobre 2023 3/6



Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 2 : par le lemme d’Euclide.

Supposons par I'absurde que \/_ = % ol a,beN, b+#0etpged(a,b) = 1.

Alors 2b* = a*> d’ol 2|a>.

D’apres le lemme d’Euclide, 2|a et donc il existe k € N tel que a = 2k.

Puis 2b” = a® = 4k?, i.e. b* = 2k>.

Donc 2|b? et ainsi 2|b, toujours d’aprés le lemme d’Euclide.

Donc 2| pged(a, b) = 1; d’ou une contradiction. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 3 : par le lemme de Gauss.
Supposons par 'absurde que \/_ = % ola,beN,b+#0etpged(a,b) = 1.
Alors 2b* = 4> d’ol b|d®.
Puisque pged(a, b) = 1, on déduit du lemme de Gauss que 5|1 et donc b = 1.
Ainsi a* = 2, or
* sia=0 mod 3 alors > =0 mod 3,
* sia=1 mod 3 alors a> =1 mod 3 et
* sia=2 mod 3 alors a> =1 mod 3.
D’ol une contradiction. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 4 : par congruence.
Supposons par I'absurde que \/_ = % oUa,beN,b+#0etpged(a,b)=1.
On ne peut pas avoira =0 mod 3 et b=0 mod 3, sinon on aurait 3| pged(a, b) = 1.
e Premiercas:sia=+1 mod3eth=0 mod 3, alors a®> —2b*> =1 mod 3,
* Deuxiémecas:sia=0 mod 3 et b=+1 mod 3, alors a> — 26> =1 mod 3,
* Troisitme cas:sia=+1 mod 3eth=+1 mod 3, alors a*> — 2b* =2 mod 3.
Donc a® — 2b*> 2 0 mod 3 ce qui implique que a* — 2b* # 0; d’'ol une contradiction. [
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 5 : par le principe du bon ordre.

Supposons par 'absurde que \/_ = % ola,beNetb+#0.

Alors E := {n eN : ny2eN~ {0}} est non-vide puisque b € E (b\/i =a€eN).
Puisque N est bien ordonné, E admet un plus petit élément p := min(E).

On sait que p\/i € N {0} et on pose ¢ := p\/f—p. Alors g € Z.

De plus ¢ = p(\/i —1)de sorteque 0 < g < p.

MaiSq\/§=2p—p\/§=p—qe N\ {0}. Donc g € E.
D’ol une contradiction puisque g € E et ¢ < p = min(E). |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 6 : par la proprigté archimédienne.

Pour n € N, posons u,, = (\/E— 1>n

En utilisant la formule du binbme de Newton (ou une récurrence), on montre que pour tout n € N
il existe a,, b, € Z tels que u, = a, + b, /2.

Puisque x + +/x est croissante sur [0, +co[, on déduit de 2 < (%)2 que0<vV2-1< 3
Donc 0 < u, < 5.

Supposons par contradiction que \/_ = § ol p,q e Net g +#0alors

a, + pb
u, =a, +b\/—_a +b_ 9% T PO
q
Puisque u, > 0, on a |qa, +pb |>1etu, > é
AinsivneN, 0 < 1 g St < z—n
Ce qui contredit Ia propriété archimédienne de R (ou que lim zi =0). [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 7 : par descente infinie.
Supposons par I'absurde que \/_ = % olabeNeth+#0.

Alors a* = 2b%, d'ol a(a — b) = a* — ab = 2b* — ab = b(2b — a).

2b—a
Donc =2_ .
\/_ b a—>b

Puisque1<\/—=%,ona0<a—b. Et ainsi0 < 2b—a,dola—b < b.

a a
En répétant ce processus, on obtient V2= % = b—l = b—2 =.-0Ug,>0et0<b <by.
1 2
Ce qui est impossible puisqu'il n’existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement
décroissante. [ |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 8 : une version geomeétrique de la descente infinie.

Supposons par I'absurde que \/_ = % oUua,beNetb+#0.
Y
Alors a = 1/2b > b. (@=b
Laire du carré au centre est A = (2b — a)*. bl
De plus, par inclusion-exclusion, 2(a — b)* + 2b*> — A = d.
Donc A = 2(a — b)* + 2b* — a* = 2(a — b)* puisque a* = 2b°. a
2
Ainsi 2(a — b = A = (2b— a)?, dou 2 = 2279 b
(a —b)?
DonC\/_=2b—baaveco<2b—aet0<a—b<b. (a-b
a—
En répétant ce processus, on construit une suite infinie de
fractions\/_=%=‘;—1=Z—2=~~-ank>0et0<bk+1<bk. -« 5 ¢ .
1 2
Ce qui est impossible puisqu’il n’existe pas de suite infinie b
d’entiers naturels strictement décroissante. |
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géométrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géométrique de la descente infinie).

Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB.

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels (suite et fin) — 4 octobre 2023 3/6



Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢
(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A.

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB.

Supposons par I'absurde que \/_ = % oluabeNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B
Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D

D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB. E
Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B

Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.
Choisissons D sur [BC] tel que BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie).

Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D
D'apres le théoreme de Pythagore, on a BC = /2 x AB. E
Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := ?,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B

Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.

Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et
‘AB = DB, donc AE = ED d’'aprés le théoréme de Pythagore.

De plus le triangle CDE est isocéle et rectangle en A donc ED = DC.

AinsiCD = BC — AB et EC = AC — AE = AB — (BC — AB) = 2AB — BC sont multiples entiers de d.
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Quelques nombres irrationnels : \/5

Démonstration 9 : démonstration classique ¢

(aka une autre version géomeétrique de la descente infinie). F G
Soit ABC un triangle isocele et rectangle en A. D
D’apres le théoreme de Pythagore, on a BC = 1/2 x AB. E

Supposons par I'absurde que \/_ = % ola,beNeth#0.

En posant d := %,ilvientﬁ:bdetﬁ: 2% AB = ad. A B
Donc BC et AB sont commensurables, i.e. multiples entiers d’'une méme longueur d.

Choisissons D sur [BC] tel que ‘BD = AB et notons par E l'intersection de (AC) avec la droite
perpendiculaire a (BC) passant par D.

Les triangles BAE et BDE sont rectangles en A et D, respectivement, d’hypothénuse commune et

‘AB = DB, donc AE = ED d’'aprés le théoréme de Pythagore.

De plus le triangle CDE est isocéle et rectangle en A donc ED = DC.

AinsiCD = BC — AB et EC = AC — AE = AB — (BC — AB) = 2AB — BC sont multiples entiers de d.
Puisque DEC est isocele et rectangle en D, on peut répéter cette construction avec le triangle DEC de
sorte a construire une suite infinie de segment (AC, EC, FC, ...) multiples entiers de d dont la longueur
diminue. Ce qui est impossible. |
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Quelques nombres irrationnels : e

Théoréme
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Quelques nombres irrationnels : e

Premiere démonstration.

+0o0
On (r)appelle que e = Z l.

= n!
Supposons par I'absurde que e = % ol a,b € N~ {0}.
Alors b > 1 puisque e & N.
De plus,

&1 1
b! e—zm =b!< > F)
n>b+1

On obtient une contradiction en remarquant que le terme de gauche est un entier alors que le
terme de droite n’en est pas un, en effet :

1 11
0<b!<z m)ﬁZm—b<l.

n>b+1 n>1
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Quelques nombres irrationnels : e

Deuxiéme démonstration.
PourneN,onposeu,:= [ x"e*dx.

0
Par récurrence et en utilisant la formule d’intégration par parties, on montre que pour tout n € N,
il existe a,,,b, € Z tels que u, = a, + eb,.

Supposons par I'absurde que e = E ol p,q € N\ {0}.
+ b
Alors 0 < u, = a, +b p_ 2T P
"q q 1
Puisque u, > 0, on a que qa, + pb, > 1 etque u, > —.

1
Ainsi Vn € N, O<1<u< x"edx =

)

e

n+1
D’ol une contradiction en falsant tendre n vers l'infini. [ |
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).

Démonstration. Soient x,y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire i <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+e=y.

Ainsiq:%EQVérifiex<q<y. [ |
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R

Vx,yeER, x<y=>3q€Q,x<g<y).

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire i <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+e=y.

Ainsiq:%EQVérifi6x<q<y. [ |

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N Q # @.
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Densité de Q dans R

Théoreme : Q est dense dans R
Vx,yER, x<y=>(3qeQ,x<qg<y).

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.

Posons € := y — x > 0.

Comme R est archimédien, il existe n € N~ {0} tel que ne > 1, c’est-a-dire % <e.

Posons m = |nx]| + 1.

Alors nx <m < nx+ 1, etdonc x < % §x+i<x+5=y.

Ainsiq:%EQVérifiex<q<y. [ |

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N Q # @.

Démonstration. Puisque I n’est pas vide et n’est pas un singleton, il existe x, y € I tels que x < y.

Comme Q est dense dans R, il existe ¢ € Q tel que x < ¢ < y.

Puisque I est un intervalle, onaque g € I.

Ainsige INQ # @. [ |
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R

Vx,yER, x<y = (As€eRQ, x<s<y)
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R
VX, yER, x<y = (Fs€R\Q,x<s<Y)

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.
D’aprés la diapositive précédente, il existe g € Q tel que x < g < y.
De méme, il existe pe Qtelque x < p < q.
Ainsi, on p,q € Q vérifiant x < p < g < y.
Posons s :=p+ %(g - D).
Alors s € R~ @, sinon on aurait V2 = 22—2 ¢ q.
q—p
De plus, p < s < g puisque 0 < % < 1.
On a bien construit s € R ~ Q vérifiant x < s < y. [ ]
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Densité de R~ Q dans R

Théoreme : R \« Q est dense dans R
VX, yER, x<y = (Fs€R\Q,x<s<Y)

Démonstration. Soient x, y € R tels que x < y.
D’aprés la diapositive précédente, il existe g € Q tel que x < g < y.
De méme, il existe pe Qtelque x < p < q.
Ainsi, on p,q € Q vérifiant x < p < g < y.
Posons s :=p+ %(g - D).
Alors s € R~ @, sinon on aurait V2 = 22—2 ¢ q.
q—p
De plus, p < s < g puisque 0 < % < 1.
On a bien construit s € R ~ Q vérifiant x < s < y. [ ]

Corollaire

Soit I un intervalle non-vide et non réduit a un point, alors I N (R Q) # @.
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