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Valeur absolue — 1

Définition : valeur absolue
On définit la fonction valeur absolue par

R - R
o15 o o e x six20
Tl —x six<0
y
4
3
2

1

-5 -4 -3 =2 10 1 2 3 4
-1

Graphe de y=|x]|.
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Valeur absolue — 2

O Vx eR, |x| = max(x, —x)

O VxeR, |x| >0

O VxeR, x=0%|x|=0

O VxeR, —|x| <x < |x|

O Vx,yeR, |x|=|yl e (x=youx=-y)
O Vx,y eR, |xy| = |x||yl

@ vxeR\ {0}, H:L

Ix|

IxI

1yl

O Vx eR,Vy e R\ {0},

y
O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, ||x| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

W
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Valeur absolue — 2

O Vx e R, |x| = max(x, —x) Soient a,x € R, alors :

O VxeR, x| >0 ® Sia>0alors [x]| =a < (x=aoux=—a)
OVxeR, x=0s|x|=0 ® |x|<a® -a<x<a

O VxeR, —|x| <x < |x| ® |x|<ae -a<x<a

O Vx,yeR, x| =yl & (x=youx=-y) i zeoEza0s S=0)

O Vx,y R, |xy| = |x||yl ® |x]| >ae (x>ao0ux<—a) )

QVxeR\{O},H’:L

[x]
x| _ Ixl

y 1yl

O vx eR,Vye R\ {0},

O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, ||x| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

W
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Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient Ac Ret M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx e A, x < M.
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Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient Ac Ret M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx e A, x < M.

Définition : minorant
Soient A c R et m € R. On dit que m est un minorant de A siVx € A, m < x.

Définition : partie minorée/majorée/bornée

® Une partie de R est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. minorant).

® Une partie de R est bornée si elle est majorée et minorée.
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Minorants, majorants

Définition : majorant

Soient Ac Ret M € R. On dit que M est un majorantde AsiVx e A, x < M.

Définition : minorant

Soient A c R et m € R. On dit que m est un minorant de A siVx € A, m < x.

Définition : partie minorée/majorée/bornée

® Une partie de R est majorée (resp. minorée) si elle admet un majorant (resp. minorant).

® Une partie de R est bornée si elle est majorée et minorée.

Soit A C R.
© Ecrire formellement a I'aide de quantificateurs que A est majorée.

@ Ecrire formellement a I'aide de quantificateurs que A n’est pas majorée.

v
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Borne supérieure — 1

Définition
Soient ACRetS eR.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants

de A, c’est-a-dire si

OVxeA x<S,

@ si T est un majorant de A alors S < T.
On note alors sup(4) = S. )

Proposition : unicité de la borne supérieure
Si une partie de R admet une borne supérieure alors cette derniere est unique.
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Borne supérieure — 1

Définition
Soient ACRetS eR.
On dit que S est la borne supérieure (ou le supremum) de A si S est le plus petit des majorants
de A, c’est-a-dire si

OVxeA x<S,

@ si T est un majorant de A alors S < T.
On note alors sup(4) = S.

Proposition : unicité de la borne supérieure
Si une partie de R admet une borne supérieure alors cette derniere est unique.

De facon similaire, on appelle borne inférieure (ou infimum) d’'une partie A C R le plus grand des
minorants de A. Si A admet une borne inférieure alors cette derniére est unique. J
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet

Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet
Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.

Lhypothése non-vide est trés importante !
Quels sont les majorants et minorants de @ ? J
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Borne supérieure — 2

Axiome : R est Dedekind-complet
Une partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Corollaire
Une partie de R non-vide et minorée admet une borne inférieure.

Lhypothése non-vide est trés importante !
Quels sont les majorants et minorants de @ ? J

On note sup A = +oo si A est une partie de R non-majorée.
On note inf A = —co si A est une partie de R non-minorée.
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Borne supérieure — 3

Proposition : caractérisation du supremum a la epsilon

Soient A c R et S € R, alors

Vxe A, x< S
S_Sup(A)c’{ Ve>0,3x €A S—e<x
A "
S'—EQS’
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Borne supérieure — 3

Proposition : caractérisation du supremum a la epsilon
Soient Ac Ret S €R, alors

Vxe A, x<S

S=Sup(A)©{ Ve>0,Ix €A, S—e<x

Proposition : caractérisation de l'infimum a /a epsilon
Soient ACcRetI €R, alors

Vxe A, I <x

I=mf(A)®{ Ve>0,3x€ A, x<I+¢
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Intervalles
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Intervalles

Définition
Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeER, (x<z<L<y=>z€el).
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Intervalles

Définition
Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeER, (x<z<L<y=>z€el).

Soit I un intervalle non-vide alors :
* Si I est minoré et majoré alors |inf(/), sup(I)[ c I c [inf(]),sup())];
* Si I est minoré et non-majoré alors |inf(1), +oo| C I C [inf(I), +oo];
* Si I est non-minoré et majoré alors |—co, sup(I)| I C |—o0, sup(/)|;
e Si I est non-minoré et non-majoré alors I =] — oo, +oo[.
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Intervalles

Définition

Une partie I de R est un intervalle si

Vx,yel,VzeER, (x<z<L<y=>z€el).

Proposition
Les intervalles sont les parties de R de la forme suivante, ol a < b :

° g ® [a,+o[={x€ER, a<x}
* [a,a] = {a}

® [g,b]={x€eR,a<x<b}
® [a,b[={x€R,a< x<b}
la,bl = {x € R, a < x < b} ® ]-o00,b[={x €R, x <b}
la,b[={x €R, a < x < b} ® ]-00,+0[=R

® Ja,+oo[= {x ER, a < x}
e ]—00,b] = {x €R, x < b}

.
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R est archimédien

Théoréme : R est archimédien

Ve>0,VA >0, dn €N, ne > A.

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels (suite) — 20 septembre 2023 9/10



R est archimédien

Théoréme : R est archimédien

Ve>0,VA >0, dn €N, ne > A.

Le résultat ci-dessus stipule qu'’il n’existe pas de nombre réel infinitésimal (i.e. infiniment petit ou
infiniment grand). J

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels (suite) — 20 septembre 2023 9/10



Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondi ensemble des nombres réels (suite) — 20 septembre 2023 10/10




Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note x| ou E(x).

y

1 S—
X
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
—

Graphe de y= |x]|
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Pour tout x € R, il existe un unique n € Ztelque n < x <n+ 1.
On dit que n est la partie entiére de x, que I'on note x| ou E(x).

y

[ e Corollaire
5 4 3 2 1 0 L2 3 4 * °* VxeR, x| <x<|x]|+1
—

°*VxeR, x—1<|x] <x

Graphe de y= |x]|
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