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Présentation

Analyse approfondie

T CM : Jean-Baptiste Campesato
TD1 (DL-MI) : Jean-Baptiste Campesato
TD2 (M2+PPE) : Gilles Stupfler
TD3 (M1+M3) : Jean-Baptiste Campesato

£ Séances (P6+P7):8 CM et 16 TD.
Attention les horaires varient d’'une semaine a I'autre !

» E-mail : jb.campesatoQuniv-angers.fr
@ Notes de cours : https://math.univ-angers.fr/~campesato/ens/aa.pdf
= Diapositives : https://math.univ-angers.fr/~campesato/ens.html

“ @ Nombres réels (§2)
@ Continuité uniforme (§8)
© Intégrale de Riemann (§9)
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.

* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif :

@ Laddition est associative : Vx,y,z€R, (x+ ) +z=x+(y +2)
® 0 est le neutre de 'addition : Vx e R, x+0 =04 x = x
© Existence d'un inverse additif : Vx e R, 3(—x) €R, x + (—x) = (=x) +x =0
@ Laddition est commutative : Vx,y € R, x+y=y+x
@ La multiplication est associative : Vx, y,z € R, (xy)z = x(yz)
0 1 est le neutre de la multiplication : Vx e R, 1 - x=x-1=x
@ La multiplication est distributive par rapport a I'addition :
Vx,y,z€R, x(y+z)=xy+xz et (x+y)z=xz+yz
@ Existence d'un inverse multiplicatif : Vx e R\ {0}, Ix ' e R, xx ' = x7!x =1
© La multiplication est commutative : Vx,y € R, xy = yx

* (R, <) est totalement ordonné.
* L'ordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.
* (R, <) est totalement ordonné :

© <estréflexive:Vx eR, x < x

@ < estantisymétrique : Vx,y €R, (x <yety<x) = x=y
© <esttransitive : Vx,y,z€R, (x<yety<z) = x<z

O <esttotale:Vx,yeR, x<youy<x

* L'ordre est compatible avec la structure de corps.
* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de
+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.
* (R, <) est totalement ordonné.
® Lordre est compatible avec la structure de corps :

O Vx,y,zeER, (x<y=>x+2z<y+2)
O Vrx,yeR 0<xet0<y)=>0<xy

* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.

* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Difficulté : il faut montrer I’existence et I'unicité (hors-programme). )
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LCensemble des nombres réels

Lensemble des nombres réels R muni de

+ : RXR — R (laddition), -: R xR — R (la multiplication), R>0+# 1R etde larelation binaire <
est caractérisé par :

* (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

* (R, <) est totalement ordonné.

® Lordre est compatible avec la structure de corps.

* R est Dedekind-complet : toute partie de R non-vide et majorée admet une borne supérieure.

Difficulté : il faut montrer I’existence et I'unicité (hors-programme). )

Remarques (déja bien connues)

* La multiplication est prioritaire sur I'addition : x + yz = x + (yz),
* SixeRetyeR\ {0} alors % = xy,

e Etant donnés x,y € R,onnote x < ypour (x < yetx+#y),
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Quelgues conséquences
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0
O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)
® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

O Pour tout x € R\ {0}, x~! est l'unique inverse multiplicatif de x
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

O Pour tout x € R\ {0}, x~! est l'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR\ {0}, (x) " =x
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x
O Pour tout x € R\ {0}, x~! est l'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR\ {0}, (x) " =x

D Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® VxeR\ {0}, (-0 =—(x")
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

@ 1 est I'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x
O Pour tout x € R\ {0}, x~! est l'unique inverse multiplicatif de x
@ 0=0etl1™' =1

O VxeR, (—x)=x

O vxeR\ {0}, (x) " =x

D Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® VxeR\ {0}, (-0 =—(x")

BVxeER, x=0x>=0
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Quelgues conséquences

OVxeR,0-x=x-0=0

O Vx,yeR, xy=0(x=00uy=0)

® 0 est 'unique neutre additif

O 1 est 'unique neutre multiplicatif

© Pour tout x € R, —x est 'unique inverse additif de x

O Pour tout x € R\ {0}, x~! est l'unique inverse multiplicatif de x
@ -0=0etl'=1

OVxeR, —(—x)=x

O vxeR\ {0}, (x) " =x

@ Vx,y €R, —(xy) = (=x)y = x(-y)

® Vx e R\ {0}, (0! =—(x7")

®BVxeR x=0sx>=0

® Q c R; de plus I'addition, la multiplication et I'ordre sur Q sont compatibles avec ceux de R
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Propriétés de 'ordre — 1
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Propriétés de 'ordre — 1

O1>0
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z
<

©® Vx,y,s,t €R, ?zty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z

<

©® Vx,y,s,t €R, jzty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t

OVx,yeR, x<y& -y<—x
OVx,yER, x<y©o —-y<—x
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Propriétés de I'ordre — 1

O1>0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z

<

©® Vx,y,s,t €R, jzty }:x+s$y+t
<

O Vx,y,s5,t €R, jzty }=>x+s<y+t

OVx,yeR, x<y& -y<—x
OVx,yER, x<y©o —-y<—x

<

@ Vx,y,z€eR, ;;g}:xZSyz
<

evx,y’ZER, ;zg}=>XZ>yz
0<x<

O Vx,y,s5,t €R, Ozfzty}:xs<yt
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0
OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©%<O

x<Zy
©® Vx,y,s,t €R, s <1 }:x+s§y+t @Vx,yGR,0<x£y©0<is%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yeR,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yelR,xSy<0©;$;<0
OVx,yeER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0

<
@ Vx,y,z€eR, ;;g}:xZSyz

x<y

>

O Vx,y,z€R, 2<0 }=>xz vz

0<x<
O Vx,y,s,t €R, Ozzzty};‘»xssw
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©i<O
x<Zy

© Vx.ysteR, O] }:x+ssy+t @Vx,ye[R,O<xSy©0<i§%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yER,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yER,x§y<0©;$;<0

OVx,yER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0
<

@ Vx,y,z€R, ;;g}:xZSyz O Vx,yeER, Vz>0,x<yeoxz<yz
; ®Vx,yeR, Vz>0,x<yoxz<yz
x <

O Vx,y,z €R, 7 < };"XZZ)’Z ®Vx,yeR, Vz<0,x<yexz>yz

0 ®Vx,yeER,Vz<0, x<ye xz>yz
O Vx,y,s5,t€ER, 0
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Propriétés de 'ordre — 1

01>0 OVxER x>0 >0

OVx,y,zeER, x<yex+z<y+z QVxE[R{,x<0©i<O
x<Zy

© Vx.ysteR, O] }:x+ssy+t @Vx,ye[R,O<xSy©0<i§%

< 1
O Vx, )51 €R, ;C<_ty }:»x+s<y+t @Vx,yER,O<x<y©0<y<x
1 _1

O Vx,yER, x <y —y< —x @Vx,yER,x§y<0©;$;<0

OVx,yER x<y& —y<—x @Vx,yeR,x<y<0©§<§<0
<

@ Vx,y,z€R, ;;g}:xZSyz O Vx,yeER, Vz>0,x<yeoxz<yz
; ®Vx,yeR, Vz>0,x<yoxz<yz
x <

O Vx,y,z €R, 7 < };"XZZ)’Z ®Vx,yeR, Vz<0,x<yexz>yz

®Vx,yeER,Vz<0, x<ye xz>yz

0 <
O Vx,y,s5,t€ER, 0 <i };‘»xsﬁyt DVreR, x>0
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Propriétés de l'ordre — 2

,¥, € R, alors

Soient xy, ..., X, ¥i, ...

>Vie{l,...,n}, x; =y,

Jean-Baptiste Campesato
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Propriétés de l'ordre — 2

Soient x;, ..., x,, y1,..., ¥, € R, alors

n
=>Viell,...,n}, x; =y,
x[_:Zyi i i

Corollaire

Soient x, ..., x, € R, alors

n
lezz():}vle{lgan}7xl=0

Jean-Baptiste Campesato Analyse approfondie — Lensemble des nombres réels — 12 septembre 2023 6/8



Valeur absolue — 1

Définition : valeur absolue
On définit la fonction valeur absolue par

R - R
o15 o o e x six20
Tl —x six<0
y
4
3
2

1

-5 -4 -3 =2 10 1 2 3 4
-1

Graphe de y=|x]|.
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Valeur absolue — 2

O Vx eR, |x| = max(x, —x)

O VxeR, |x| >0

O VxeR, x=0%|x|=0

O VxeR, —|x| <x < |x|

O Vx,yeR, |x|=|yl e (x=youx=-y)
O Vx,y eR, |xy| = |x||yl

@ vxeR\ {0}, H:L

Ix|

IxI

1yl

O Vx eR,Vy e R\ {0},

y
O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, ||x| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

W
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Valeur absolue — 2

O Vx e R, |x| = max(x, —x) Soient a,x € R, alors :

O VxeR, x| >0 © Sia>0alors [x] =a < (x=aoux=—a)
O VxeR x=0&|x|=0 O x|<ae-a<x<a

O VxeR, —|x| <x < |x| O |xl<ae -—a<x<a

O Vx,yeR, x| =yl & (x=youx=-y) O lx2aex2a0ux<-a

O Vx,y R, |xy| = |x||yl O x| >ae (x>ao0ux< —a) )

QVxeR\{O},H’:L

[x]

x| = X

y Iyl

O Vx,y R, |x+y| < |x| + |yl
(inégalité triangulaire)

@ Vx.y eR, ||x| = [yl < |x =yl
(inégalité triangulaire inversée)

O vx eR,Vye R\ {0},

W
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