Université d’Angers — 2022/2023

Analyse approfondie

Feuille d’exercices n°3

Exercice 1. Est-ce que V2 est adhérent 2 Q?
Exercice 2. Soit A C R une partie non-vide et majorée. Montrer que sup(A) est adhérent a A.

Exercice 3. Déterminer si 0 est adhérent aux parties suivantes de R :

1. {0} 4 {2 neN\(0)] 7. [-1.1]
2. R\ {0} 5. {;+n : neZ} 8. [-1,0]
3. R\Q 6. [17,42] 9. [-1,0[

Exercice 4. On considere une fonction f : D — R définie sur D non-majorée.
1. Soit # € R. Ecrire a I'aide de quantificateurs liI_Il_l fx)="¢.
X—>+00

2. Ecrire a l'aide de quantificateurs lim f(x) = +oo.

x—>+0o0
3. Ecrire a l'aide de quantificateurs ” f ne tend pas vers +co en +c0”.
4. Ecrire a I'aide de quantificateurs lirln f(x) = —oc0.

X—>T00

Exercice 5. On considére une fonction f : D — R définie sur D C R non-minorée.
1. Soit # € R. Ecrire a I'aide de quantificateurs lim f(x)=7¢.
X—>—00

2. Ecrire a l'aide de quantificateurs lim f(x) = +oo.
X—>—00

Exercice 6.

1. On définit f : R - R par f(x) =2x+5.
Etudier lir% f(x) en revenant a la définition.
x—

2. On définit f : R - R par f(x) = x2+1.
Etudier lirrl1 f(x) en revenant a la définition.
xX—

3. On définit f :]0, +o0o[— R par f(x) = %

Etudier lirf f(x) en revenant a la définition.
X—=>1T00

4. On définit f : R — R par f(x) = x°.
Etudier lirrll f(x) en revenant a la définition.
X—

Exercice 7. Soit f,g : D — R deux fonctions définies sur D C R non-majorée.
1. Montrer que si lirp fx)=FeRet lirP g(x) =7 € R alors lirP (fx)+gx)=C+7.
x—+00 Xx—+00 X=>T0

2. Montrer que si lirp fx)=FfeRet lirjp g(x) = +o0 alors lirjp (f(x) + g(x)) = +o0.

3. Montrer que si lirp f(x)=¢>0et lirP g(x) = +oo alors lirf (f(x)g(x)) = +o0.

Exercice 8. Soient f,g : D — R et a € R un point adhérent a D.
Montrer que si f est bornée et lim g(x) = 0 alors lim f(x)g(x) = 0.
X—a X—a
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Exercice 9. On considere la fonction f : R\ {0} — R définie par f(x) = sin (i)
1. (a) Soit# € R. Ecrire a ’aide de quantificateurs lin% f(x)#72.
x—
(b) Montrer que lir% f(x)#0.

2. Est-ce que f admet une limite en 0?

Exercice 10. Soit f : R\ {0} - R une fonction.
1. Ecrire a I'aide de quantificateurs ” f n’est pas majorée”.
2. Montrer que si lir% f(x) = 400 alors f n’est pas majorée.
xX—

Exercice 11. Soient f : D — R une fonction telle que lim f(x) =¢ > 0.
x—)xO
Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que Vx € DN [xy — 6, xq + 6], f(x) > g.
Exercice 12. Soit f : R — R une fonction paire telle que hl’_{l fx)y=¢€eR.
X—>+00

Montrer que lir_n f(x)="¢.

Exercice 13. Soit f : R — R une fonction périodique telle que lim f(x) =7 € R.
X—>00

1. Ecrire avec des quantificateurs ” f est périodique”.
2. Montrer que f est constante.

Exercice 14. Calculer les limites suivantes :

yx-l im 1/ - m X9
1. llm 7. x1—1>r4¥100 X+ x \/; 14 x—1>111:§€1>1 3—2x_x2

x-1 x—1

1N
2 fim X +xX*S5 8. limsin () » 15. hml(\/1+x+x2—1)

x>+ 5x3 +7x2 + 8 x—0 X
9. lim (x"—2x"+11)

X—+00 2
3. 11111 xse_"2 ) 16. lim LM
X—+00 -0
10. Jim X2 il g X
4 lim XInx+7 T X2 +20x]
T xSt x2 44 11 1 X3+ 4/2x6 + 1 17. x1—1>I—HOO T
. lim ——————
X 42x+7 T+ VaS 4+ 1 2
5. lim — 18, lim S (x)
¥oreo et te 12. lirp (x2 - VxS + 1) x=7 1 + cos(x)
X—>1+00
V 1 + X — (1 + z) 2 1
— +x - 1 —
6. lim 2 13. lim —> =2 19. lim Y= % X
x—0 x2 x>-33 —2x — x2 x—0 X
X — COS <lnx+ex —42 + \/;>
20. lim
x—+00 X
Exercice 15. Calculer les limites suivantes :
1. 1i 2. lim |x2 3. 1 ; 1 a2 | L
lim x| lim [’ Jim x| 4 limx || 5. limx* | -
. . sin(x) . .
Exercice 16. On admet que 11r% = 1. Calculer les limites suivantes :
X—> X
. sinx tan? (2x2 5. lim e sin(e™™ tan!0 (2x20
L }}_IS X 3. lim —( ) x—>+ooe (e ) 7. lim —( )
x—0 x4 x=0 sin200(3x)
. sin(5x) L x . 1 —cosx
. sine 2O
2. }E,% X 4. lim 6. }E,%

x—=0 eX



