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Promesse n°1 : la somme des angles des triangles vaut n

La Proposition 32 du Livre | des éléments d’Euclide (vers 300 av. J.-C.) énonce que /la somme des angles
d'un triangle vaut deux angles droits.

"C’est drailleurs la premiére proposition des éléments qui repose sur ce postulat.
2Cette version du cinquiéme postulat est généralement nommée axiome de Playfair.
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Cette derniére est une conséquence du cinquieme postulat d’Euclide’, qui admet comme énoncé
équivalent? : par un point, il passe une et une seule droite paralléle & une droite donnée.
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Théoreme de Legendre
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lls sont aussi équivalents au théoreme de Pythagore....
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Démonstration originale

AP Havtog TpLydvou pdg v thevpdv npooekBAndeiong 1} éktdg ywvia dvoi taig évtog kai dmevavtiov ion éotiv, kol ai évtdg T TpLycdvou Tpeig
yowvio dvoiv 0pbaig ioat eiciv.

"Eotw tpiywvov 1o ABT, kai tpocekPefAiobm avtod pia mhevpd ) BT émi w0 A- Aéyw, 611 1) koG yovia 1) 01td ATA ion éoti Suoi taig £vtog kol
amevavtiov taig O1to TAB, ABL, kai ad £vTog T0D Tprydvou Tpeig yovion ai brd ABI, BI'A, TAB Svciv opbaig ioou eioiv.

"Hy0w yop dux tod I onpeiov i) AB evBeiqr mapddiniog 1j TE.

Kai énel mapdAAniog éotwv 1) AB 1) TE, kai eig avtag épméntokev 1) AT, ai évaAla yovion ai 0o BAT, ATE ioon GAAGAoG eioiv. oAy, Emel
apdAANAOg éotv 1 AB 1] TE, kai eig adtag épméntwkev evBeia 1) BA, 1) éktog ywvia 1) 0nod ETA ion €oti T1) €vtog kol devavtiov tf) 0o ABI.
£8eixOn ¢ ko 1) U0 ATE t1j vmd BAT ion: 8An Gpoa 1} 010 ATA yovia ion éoti Suoi Taig évtog kai amevavtiov taig o BAT, ABI.

Ko mpookeicBw 1) vmd AIB- ai Gpo Ortdo ATA, ATB tpioi taig Orto ABT, BTA, TAB ioau eioiv. &AL ai 0o ATA, AI'B Suoiv 6pBaic ioat eioiv- kai ai
0o ATB, TBA, TAB Gpa Svsiv 0pbaig icau giciv.

TTavtog dpo TPLYOVOL pLaG TV TAELPOY TTpocekPAnOeiong 1 £kTog yovia Suoi taig évtdg kai drtevavtiov ion éotiv, kai ai évTog ToD TPLydvou Tpeig

ywviat dvoiv 6pbaig ioat eiciv- dmep el Seiba.

A E

B r A
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Propriété des angles alternes-internes en trichant un peu...

Proposition

Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante alors elles forment des angles
alternes-internes de méme mesure.

A E B
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Propriété des angles alternes-internes en trichant un peu...

Proposition

Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante alors elles forment des angles
alternes-internes de méme mesure.

Démonstration.

Supposons par I'absurde que xBEZ > £I'ZE.

Alors 4BEZ + AEZA = ABEZ + 7 — s ZE > .

et m = AEZH = AEZA + AAZH = AEZA + ABEZ > n.

D’ol une contradiction.

Donc 4BEZ < AI'ZE et on montre I'autre inégalité de fagon similaire.

Ainsi xBEZ = x['ZE et AEZ = 5EZA. |
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La somme des angles d’un triangle vaut = : une démonstration

Soit un triangle ABC.

On place D sur [AB) \ [AB].

On place E sur la droite paralléle a (AC) passant par B du méme c6té que le triangle.

On a xACB = £CBE par la propriété des angles alternes-internes (ou (BC) est sécante aux
droites paralléles (AC) et (BE)).

De plus xCAB = xEBD.

Donc xABC + ACB + XCAB = AABC + XCBE + XEBD = n.
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Et sur une sphere ?

* Etant donnés une droite et un point extérieur a cette droite, il N’existe aucune droite paralléle
a cette droite passant par ce point;

¢ La somme des angles d’un triangle est toujours strictement supérieure a .

Un triangle avec trois angles droits...
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Promesse n°2 : relation d’Euler

Proposition
Dans tout polyedre convexe, on a #Sommets — #Arétes + #Faces = 2.
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Proposition

Dans tout polyedre convexe, on a #Sommets — #Arétes + #Faces = 2.

Démonstration de Cauchy en 1811 :

On enléve une face de sorte a obtenir un graphe planaire.

On triangule le graphe : a chaque étape, le nombre de faces et le nombre
d’arétes augmentent de 1 donc la quantité .S — A + F est inchangée.

On répéte le processus suivant :

® Soit on enléeve une aréte extérieure et donc le nombre de faces et le
nombre d’arétes diminuent de 1 : la quantité S — A + F est
inchangée.

® Soit on enléve un triangle extérieur et donc le nombre de faces et le
nombre de sommets diminuent de 1 alors que le nombre d’arétes
diminuent de 2 : la quantité S — A + F est inchangée. 8§-12+6=2

Il ne reste qu’un triangledonc S —A+ F=3-3+1=1.
Il faut rajouter la face enlevée initialement et ainsi S — A + F = 2. [ ]
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