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Définition intuitive

Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que
X—=a
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Définition intuitive

Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet # comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet # comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui différent lorsque e € D :
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet # comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :

¢ |l existe deux définitions qui différent lorsque a € D :
® [imite épointée : on ne tient pas compte de f(a).
Cette définition est plus naturelle mais la régle de composition est fausse.
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :

¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D :
® [imite épointée : on ne tient pas compte de f(a).
Cette définition est plus naturelle mais la régle de composition est fausse.
* Limite non-épointée : on tient compte de f(a).
Cette définition rend la regle de composition vraie mais elle n’existe pas hors de France.
De plus les limites a droite et a gauche peuvent coincider sans que la limite existe.
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :

¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D :
® [imite épointée : on ne tient pas compte de f(a).
Cette définition est plus naturelle mais la régle de composition est fausse.
* Limite non-épointée : on tient compte de f(a).
Cette définition rend la regle de composition vraie mais elle n’existe pas hors de France.
De plus les limites a droite et a gauche peuvent coincider sans que la limite existe.

Puisque la définition retenue dans la plupart des concours en France est la limite
non-épOlntée, C’eSt Ce”e UtllISée |C| Sans plus de conviction...
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet # comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui différent lorsque a € D.
e Pour que la notion de limite en a ait du sens, il faut que « soit "infiniment proche de D” :
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D

e Pour que la notion de limite en a ait du sens, il faut que « soit "infiniment proche de D” :
® Sia € R :on supposera que

® soit D contient q,
® soit D est un intervalle dont a est un bord,
¢ soit D=1\ {a} ol I estun intervalle contenant a non-réduit a un point.

Plus généralement, il faut que a soit adhérent & D, notion qui n’est pas au programme.
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D
e Pour que la notion de limite en a ait du sens, il faut que « soit "infiniment proche de D” :

® Sia € R :on supposera que
® soit D contient a,
® soit D est un intervalle dont a est un bord,
¢ soit D=1\ {a} ol I estun intervalle contenant a non-réduit a un point.
Plus généralement, il faut que a soit adhérent & D, notion qui n’est pas au programme.
® Sia =+, il faut que D ne soit pas majoré (en pratique D = [b,+oo[ OU D =]b, +oo[).
® Sia= —oo, il faut que D ne soit pas minoré (en pratique D =] — oo, b] 0U D =] — o0, b[).
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet £ comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D
e Pour que la notion de limite en a ait du sens, il faut que « soit "infiniment proche de D” :

® Sia € R :on supposera que
® soit D contient a,
® soit D est un intervalle dont a est un bord,
¢ soit D=1\ {a} ol I estun intervalle contenant a non-réduit a un point.
Plus généralement, il faut que a soit adhérent & D, notion qui n’est pas au programme.
® Sia =+, il faut que D ne soit pas majoré (en pratique D = [b,+oo[ OU D =]b, +oo[).
® Sia= —oo, il faut que D ne soit pas minoré (en pratique D =] — oo, b] 0U D =] — o0, b[).

Ces conditions sont implicites dans la suite !
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Définition intuitive
Soient f : D — R une fonction,a € RU {+c0} et # € RU {+0}.

Dire que f admet # comme limite en a, noté lim f(x) = ¢, signifie que f(x) est aussi proche de ¢
X—=a
que l'on veut en prenant x suffisamment proche de a.

Mises en garde :
¢ |l existe deux définitions qui different lorsque a € D
e Pour que la notion de limite en a ait du sens, il faut que a soit "infiniment proche de D”.
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Limite finie en un point : ¢, € R

lim f(x) = ¢ signifie que

y=f(x)

=
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Limite finie en un point : ¢, € R

lim f(x) = ¢ signifie que

Ve>0,3In>0,Vxe D, |x—a|<n = |f(x)-F¢|Le

y

y=f(x)

=
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Limite finie en un point : ¢, € R

lim f(x) = ¢ signifie que

Ve>0,3dn>0,Vxe D, |x—a|<n = |f(x)-7F|<Le.

y

£+e
&

f__. _____________________
£

£—¢€
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Limite finie en un point : ¢, € R

lim f(x) = ¢ signifie que

Ve>0,3In>0,Vxe D, |x—a|<n = |f(x)-F¢|Le

y

£+e
P - - - - ———— . e - — — — — — —
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Limite +co enunpoint:aeR et =400

lim f(x) = +o0 signifie que
Xx—a
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Limite +co enunpoint:aeR et =400

lim f(x) = +o0 signifie que
Xx—a

VM eR,3An>0,Vx €D, |x—a|<n = f(x)> M.

y
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Limite +co enunpoint:aeR et =400

lim f(x) = +o0 signifie que
Xx—a
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Limite fineen +o0 :a=+c0 etZ e R

lim f(x) = ¢ signifie que
X—+00

¢ y=fx)
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Limite fineen +o0 :a=+c0 etZ e R

lim f(x) = ¢ signifie que
X—+00

Ve>0,INER,VxE€D, x> N = |f(x)-¢| <e.

¢ y=fx)
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Limite fineen +o0 :a=+c0 etZ e R

lim f(x) = ¢ signifie que
X—+00

Ve>0,INeR,VxeD, x> N = |f(x)-7¢|<Le.

2
fe 7 y =100
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Limite fineen +o0 :a=+c0 etZ e R

lim f(x) = ¢ signifie que
X—+00

Ve>0,IN €R,VxE€D, x> N = |f(x)-¢| <e.

\K y=f)
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Limite fineen +o0 :a=+c0 etZ e R

lim f(x) = ¢ signifie que
X—+00

Ve>0,INER,VxE€D, x> N = |f(x)-¢| <e.

s
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Et les autres...

° iigf(x):fsignifiequeVs>0, dAn>0,VxeD, |x—a|l<n = |f(x)=-C¢| Le.
° £ii1}f(x)=+oo signifieque VM € R, 3n>0,Yx€ D, |x—a| <n = f(x) > M.
° }Ciilgf(x):—oo signifie que VM € R, 3n>0,Vx € D, |[x—a| <n = f(x) < M.
° xEIme(x)zfsignifiequeVa>0, AINeR,VxeD, x> N = |f(x)-¢|Le.
° xl_i)rJrnoof(x)=+oo signifieque VM e R, AN eR,Vxe€ D, x> N = f(x)> M.
° xl_i)l}loof(x)=—oo signifieque VM e R, AN e R, ¥x € D, x> N = f(x) < M.
° xgglwf(x)=fsignifieque‘v’e>0, AINeR,VxeD, x<N = |f(x)-7|<Le.
° xgrpmf(x)=+m signifieque VM e R, AN e R, Vxe D, x < N = f(x)> M.
° xlirpmf(x)=—w signifieque VM e R, AN e R, ¥x € D, x < N = f(x) < M.
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Unicité de la limite

Dans les définitions précédentes, si la limite existe alors elle est unique.
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Unicité de la limite

Dans les définitions précédentes, si la limite existe alors elle est unique.

Démonstration.
Supposons que lim f(x) = # et lim f(x) = Z ou #,7 € R.

Soit & > 0.
Il existe n, > 0 tel que

VxeD,|x—al<n = |f(x)-7| <

Il existe n, > 0 tel que
VxeD, |x—al<n, = |fx)-7] <

[NSHRL)

Soit? x € D tel que |x — a| < min(g,, n,). Alors,

|f—i|=|f—f(x)+f(x>—i|5|f<x>—f|+|f(x)—i|s§+ =e

£
2

On adonc montré que Ve > 0, |£ — 7| < &, dou ¢ = ¢. [ ]

4Un tel x existe puisque I'on a supposé a infiniment proche de D.
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Unicité de la limite

Dans les définitions précédentes, si la limite existe alors elle est unique.

Démonstration.
Supposons par I'absurde que lim f(x) = £ € R et que lim f(x) = +co.

Il existe n, > 0 tel que
VxeD,|x—a|l<n = |f(x)-7¢| L1

Il existe n, > 0 tel que
VxeD,|x—al<n = f(x)>7+2.

Soit? x € D tel que |x — a| < min(g,, n,).

Alors, f(x) <7+ 1 et f(x) > ¢ + 2, dol une contradiction. [ |

4Un tel x existe puisque I'on a supposé a infiniment proche de D.
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Exemple 1

Montrons que lim X +2x=3.
X—
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Exemple 1

Montrons que lim X +2x=3.
X—

Soit £ > 0.

Posons 7 := min(l,g).

Alors n > 0.

Soit x e Rtelque [x — 1| < n.

Alors [x = 1| < 1dou0 < x <2et0<x*<4. Ainsi
0<x*+x+3<0.

Puis
I3 +2x = 3] = |(x = DA+ x+3)] =[x — 1]]x2 + x + 3| s9qs9§=s.

On a bien montré que

Ve>0,3n>0,VxeR, |x—1|<n = |(x*+2x)-3|<e.
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Exemple 2

Montrons qu’il n’existe pas de réel ¢ tel que lirin cos(nx) = 7.
X—>+00

"l existe un tel n car R est archimédien, voir le cours d’Analyse Approfondie.
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Exemple 2

Montrons qu’il n’existe pas de réel ¢ tel que lirin cos(nx) = 7.
X—>+00
En passant a la négation, on veut montrer que

VFER,Ie>0,VN €eR,Ix e R, x > N et |cos(nx) — | > e.

"l existe un tel n car R est archimédien, voir le cours d’Analyse Approfondie.
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Exemple 2

Montrons qu’il n’existe pas de réel ¢ tel que h?_’l cos(nx) = 7.
X—>+0
En passant a la négation, on veut montrer que

VFER,Ie>0,VN €eR,Ix e R, x > N et |cos(nx) — | > e.

Soit # € R. Posons ¢ = % > 0.

Soit N € R. Soit' ne Ntel que n > .
Alors
® Premiercas: |1 -7| > e.
Posons x :=2n, alors x > N et |cos(nx) —¢| = |1 = ¢| > e.
e Deuxiemecas: |l -7| <e.
AIors—%=—2—s§—1—f§—2+e=—% etdonc|—1—f|2%>e.
Posons x :=2n+ 1, alors x > N et |cos(nx)—¢|=|—1—-¢| > &.

"l existe un tel n car R est archimédien, voir le cours d’Analyse Approfondie.
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Limites a droite et a gauche en un point — 1

S

f admet ¢ pour limite & gauche en a si la restriction f,_, ,p tend vers Z en a, on note alors

lim f(x) := M f) g gjop = 7-

x<a

f admet ¢ pour limite & droite en a si la restriction f,, ,.np tend vers £ en a, on note alors

lim f(x) = I}_I,I} Fiiateoinn = -

x>a

v ) y=fx

I AR

a+n atn
£=1lim £ £=1lim £
x<a x>a
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Limites a droite et a gauche en un point — 2

Hm () = Hm fiy_g apnp-
x<a

Hm /() =1m fijq eofnp-
x>a

Par définition, les limites a droite et a gauche en a ne tiennent pas compte de la valeur de la
fonction en a : l'intervalle est ouvert en a.

Ainsi
;1_1;51 fxX)=feVe>0,an>0,¥xe€ D,0<a—-x<n = |f(x)-7| <Le,

x<a

et
;1_{51 fX)=feVe>0,An>0,Vxe€ D, 0<x—a<n = |f(x)-7| <Le.

x>a
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Limites a droite et a gauche en un point — 3

Soient f : D > R ou D =]b,a[Ula,c[avecb<a<cet? € RU {+o0}.
Si ;1_1311 f(x) = ;1_{51 f(x)=¢ alors lim f(x) = ¢.

x<a x>a
y
Démonstration pour 7 € R.
Soit £ > 0.

llexisten, >0telqueVx e D,0<a—-x<n = |[f(x)—¢|<Le.
llexisten, >0telqueVxe D,0<x—a<n, = |f(x)-¢|Le.
Posons 7 := min(n,, n,).

Soit x € D tel que [x —a| < n.

® Premiercas:x<aalors0<a—x=|x—a| <n<n donc|f(x)-7¢|<e.
® Deuxiémecas:x >aalors0<x—a=|x—a| <n<n,donc |f(x)—7| <e.
® Forcément x # a puisque a ¢ D.

On abienmontré que Ve>0,3n>0,Vxe D, |x—a|<n = |f(x)-7¢|<e. [ |
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Opérations sur les limites — 1

lim(f +g)
lim f ¢ +00 -0
limg
4 £+ +o0 —00
+o0 +00 +o00 Fl
-0 - Fl -0
lim(f - g)
lim f 4 +00 —00
limg
14 -7 +00 —o0
+o0 —00 Fl —00
- +0o0 +00 Fl
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lim(fg)
lim £>0 | £<0 0 +00 -0
limg
>0 44 (44 0 +00 —00
<0 144 144 0 —00 +00
0 0 0 0 Fl Fl
+o0 +c0 —00 Fl +00 —00
-0 - +00 Fl —00 +o0
lim(f/g)
lim £>0 | £<0 0 +00 -0
limg
>0 e (414 0 +00 —00
<0 e e 0 —00 +00
ot +o0 -0 Fl +o0 -
0~ —00 +o0 Fl —00 +o0
+00 o* 0 0 Fl Fl
—c0 0 0* 0 Fl Fl
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Opérations sur les limites — 3

Démontrons que si lim f(x) = # et lim g(x) = # alors im(f(x) + g(x)) = ¢ + 7.
x=a x—a x—a

Soit £ > 0.

llexiste n, >0telqueVx € D, [x—a| <n = |f(x)-¢] < %
Il existe n, > Otel que Vx € D, [x—al <y = gx) - 7| < £
Posons n := min(n,, n,) > 0.

Soit x € D tel que |x — a| < n. Alors

=E£.

[NSRRVY

I(f () + () = €+ D = (f(x) = O) + (g(x) = D < |f () =] + g(x) = ] < g +

On a bien montré que

Ve>0,3n>0,Vx €D, [x—a| <n = |(f()+gx) - (£ +0)| <&
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Opérations sur les limites — 4

Démontrons que si lim f(x) = £ et lim g(x) = £ alors lir+n F(xX)g(x) = £F.

llexiste n, >0telqueVx € D, [x—a| < = |f(x)-7¢| < ﬁ.

llexiste n, > 0telque Vx € D, [x —a| <, = |g(x) 7| < 2(|;|+1).

Il existe n; > Otel que Vx € D, [x —a| <, = |g(x) 74| < 1.
Posons 7 := min(n,, n,, ;) > 0. Soit x € D tel que |x — a| < n. Alors

[f(x)g(x) — £7] = | f(x)g(x) — £8(x) + £g(x) — £7]
< f()gx) — £8(x)| + |£g(x) — £7]
= £ () = Z]lg®)] + 1£]|g(x) — 7]
= 1fx) = £llgx) = £+ 2] +1Z]18(x) - £|
<1f) =21 (18x) =21+ 12]) + 12118(x) - £|

& 5 £
<———A+)+ | =———=
2(1Z2] + 1) 2121+ 1)
£ &
< = - =
S3+5=¢
On abien montré que Ve > 0,3n>0,Vx €D, |[x —a| <n = |f(x)g(x) — 7| <e. [ |
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Opérations sur les limites — 5

. 1 1
Démontrons que si lim f(x) = ¢ # 0 alors lim —— = —.
q x—=a f xX—=a f(x) A4

llexiste n, >0telqueVx e D, |[x—a|<n = |f(x)-7¢|< 5%_
llexiste n, >0telqueVx € D, |[x—a|<n, = |f(x)—7| < ?,
Remarquons d’abord que si x € D vérifie |x — a| < n, alors

11 4

121 =12 = fG)+ Ol < 1f () = £+ [f ()] < = + [f () d'ot I/ 2 == > 0.

Ainsi f ne s’'annule pas au voisinage de a et 1 est bien définie au voisinage de a.
Posons n := min(n,, n,) > 0 et considérons x € D vérifiant |x — a| < n. Alors

1 1] |e-r@| 1 1 2 P
—_—_——=s—— = —f —— _ < —_— e g =
7 f‘ ‘mx) R R R i
On a bien montré que
1
Ve>0§|f7>0Vx€D|x—a|<r]=>‘m—?‘ﬁs
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Limites et inégalités

Proposition

Supposons que lim f et lim g existent (finies ou infinies), alors :

Vx €D, f(x) <g(x)) = lim f <limg.
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Limites et inégalités

Proposition

Supposons que lim f et lim g existent (finies ou infinies), alors :

Vx €D, f(x) <g(x)) = lim f <limg.

Attention, apres passage a la limite, une inégalité stricte peut devenir large :
Vx €R, e > —e*mais lim e¥=0= lim —e*.

X—>—00 X—>—00
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Théoréeme des gendarmes — 1

Théoréme

{ V€D, FO) S g ShO) o —p

limf=limh=7€R

Démonstration pour une limite en un point.

Soit £ > 0.

Il existe n; >0telqueVx € D, |[x—a| <n = |f(x)-7|<Le.

Il existe n, >0telqueVx € D, |[x —a| <n, = |h(x)-¢| <Le.
Posons n := min(n,, n,) > 0 et considérons x € D vérifiant |x — a| < n.
Alors, puisque |f(x) — 7| <eg,onaf —e < f(x).

De méme, puisque |A(x) — | < e, 0ona h(x) < ¢ +e.

Ainsi £ — e < f(x) < g(x) < h(x) <+ ¢, etdonc |g(x) — 7| L e.

On a bien montré que Ve > 0,30 > 0,Vx € D, |x—a| <n = |g(x)—7¢| L e. IJ
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Théoréeme des gendarmes — 2

Exemple I

On définit f 10, +oo[— R par f(x) = %(") et on souhaite calculer lim /(x).
X—+00

1
=

Soit x > 0, alors —1 < S <

Puisque lixP — = lim —- =0, on déduit du théoreme des gendarmes que lixP f(x)=0.

X X—+00

Exemple

—
%=
\

On définit f : R\ {0} —» R par f(x) = xsin (i) et on souhaite calculer le%f(x).
X
® Six > 0alors —x < xsin (i) <x.
Puisque linéx = lirré —x =0, d’apres le théoreme des gendarmes on obtient 11151 f(x)=0.
X— X ))cc>0
® Six<O0alors x < xsin()—lC < —x.
Puisque linax = lina —x =0, d’apres le théoreme des gendarmes on obtient lin(} f(x)=0.
X X ))CC<0
Ainsi, lim f(x) = 0.
x—0
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Composition et changement de variable — 1

Proposition
lim f(x) =5
{ fi;lzg(x) —. = lm@ge ) =c.
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Composition et changement de variable — 1

{ lim f(x) = b

X—a

lim g(x) = ¢ = lim(g e f)(x) =c.

4
Démonstration lorsque a, b € R.

Soit £ > 0.

Il existe 7 >0telque Vx € D, [x—b| < = |g(x)—c| L e.
llexisten>0telqueVx € E, [x—a| <n = |[f(x)—b| < 7.

Soit x € E vérifiant |x — a| < npalors | f(x) — b| < 7 etdonc |g(f(x)) —c| < e.
On a bien montré que

Ve>0,In>0,Vx€E, |[x—a|<n = |g(f(x))—c| <Le.
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Composition et changement de variable — 2

x—2
On souhaite calculer lim .
x—4 x—4
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Composition et changement de variable — 2

x—2
On souhaite calculer lim .
x—4 x—4

-2 _
Remarquons que \/x; T =8/ ()0l f(x) = y/x et g(u) = . 24_
_ 2
On sait que lirri f(x) =2 eton calcule

u—2 . u—72 . 1 1
— = llm = lim = —.
w2—-4 w2 w-2)u+2) uw2u+2 4

li =lim
ulfg g(u) u1—>2

R X = . 1
AInSI, lclgiﬁ = }Cl_r)l}gof(x) = Z
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Composition et changement de variable — 2

x—2
On souhaite calculer lim .
x—4 x—4

-2 _
Remarquons que \/; il g(f(x)) ol f(x) = \/; et gw) = u2 24.
X — u< —
On sait que lirri f(x) =2 eton calcule

u—2 . u—72 . 1 1
— = llm = lim = —.
w2—-4 w2 w-2)u+2) uw2u+2 4

li =1
imew =l

R X = . 1
AInSI, lclgiﬁ = }Cl_r)l}gof(x) = Z

En pratique, on rédige généralement ce raisonnement de la fagon suivante :
x—2 — —

\/_ — lim % 2 li u—2 . 1

x—4

m =lim =lim =l.
u—2 y2 — 4 u=2 (u—2)wu+2) u=2 u+2 4
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Limites par croissances comparées

Théoréme

Soient a, b > 0 alors

. eax
° lim — =+

e lim |x|’e™* =0

b
* lim ()" =0
x—>+o00 x4

: a b _
* lim x*|In()|’ =0
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Limites et valeur absolue — 1

Dans cette diapositive, a € R U {+o0}.

lim f(x) = £ & lim | f(x) - £] =0

y
Corollaire

lim f(x) = 0 & lim | £ ()] = 0

X—a

y
Attention
Silim f(x) = Z alors li_rg | f(x)] = |Z].
Mais il n’y a pas de réciproque.

—42 six<0

Prenons par exemple f : R — R définie par f(x) = { 42 sinon

Alors lir% | ()| = 42 mais lir% f(x) n’existe pas.
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Limites et valeur absolue — 2

. . sin(x
On souhaite calculer (encore) lim () .

X—>+00 X

0< sin(x) < L
X |x| x—=+
Ainsi lim sin(x) =0 etdonc lim M=0.
X—+00 X X—+00 X
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Limites et fonctions bornées — 1

Proposition

f est bornée

Soient f,g: D> Retae RU {+}. Si { }E}g(x) —qo alors }Cizgf(x)g(x) =0.
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Limites et fonctions bornées — 1

Proposition

f est bornée

Soient f,g: D> Retae RU {+}. Si { }}E}g(x) —qo alors }Cizgf(x)g(x) =0.

Démonstration dans le cas ol a € R.

Soit £ > 0.

Puisque f est bornée, il existe M > 0 tel que Vx € D, |f(x)| < M.
Puisque l)ciir()l g(x) =0, il existe n > 0 tel que

£
Vx €D, |x—a| < < —.

x€D, [x~al <n = g < 5
Soit x € D tel que |x — a| < n alors

IS
[f()g)] = f)Ng(x)] < Mﬁ =e.
On a bien montré que
Ve>0,an>0,Vxe€ D, |x—a| <n = |f(x)gx)| <e.
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Limites et fonctions bornées — 2

. . sin(x
On souhaite calculer (encore) hm ( ).
X

On sait que sin est bornée et que lim 1oy

X—>+00 X

Donc lim sin _ = lim s1n(x)— =0.

X—+00 X X—+00

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - 26 septembre 2022 27/28



Limites et asymptotes

Définition

Soit f : D —» R une fonction ou D n’est pas majorée (resp. minorée).
On dit que la droite y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f en +oo (resp. —oo) Si

xl_i)ri’lc>° f(x)—(ax+b)=0 <resp. xl_i)r_noo f(x)—(ax+b) = O) .
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Limites et asymptotes

Définition

Soit f : D —» R une fonction ou D n’est pas majorée (resp. minorée).
On dit que la droite y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f en +oo (resp. —oo) Si

xl_i)ri’lt>° f(x)—(ax+b)=0 <resp. xl_i)r_noo f(x)—(ax+b) = O) .

M=M+a+é_>o+a+0=a_
X X X x—+co

Remarquons que si liIP f(x) — (ax + b) = 0 alors
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Limites et asymptotes

Définition

Soit f : D —» R une fonction ou D n’est pas majorée (resp. minorée).
On dit que la droite y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f en +oo (resp. —oo) Si

xl_i)ri’lt>° f(x)—(ax+b)=0 <resp. xl_i)r_noo f(x)—(ax+b) = O) .

a+— ——0+a+0=a.

X x—+oo

Remarquons que si liIP f(x) — (ax + b) =0 alors —— f(x) M + b

On en déduit le plan d’étude suivant :

O Si hm ZACY existe et est finie alors on pose a := lim @
x

Slnon f n’a pas d’asymptote en +co. N

O Si xl_i)r)fr; f(x) — ax existe et est finie alors on pose b = xl_i)r)fr; f(x) — ax.
Sinon f n'a pas d’asymptote en +oo.

© Alors y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f en +oo.
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