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Equivalence de fonctions — 1

Définition : equivalence locale

Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un point adhérent a D.
On dit que f et g sont équivalentes en a, noté f ~ g (notation de Landauy), s’il existe une fonction A : ¥V - R

définie sur un intervalle V centré en a telle que

{ lim A(x) = 1

Vx €V N D, f(x)=Ax)g(x)
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Equivalence de fonctions — 1
Définition : équivalence locale

Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un point adhérent a D.
On dit que f et g sont équivalentes en a, noté f ~ g (notation de Landauy), s’il existe une fonction A : ¥V - R

définie sur un intervalle V centré en a telle que

limA(x) =1
Vx €V N D, f(x)=Ax)g(x)

Définition : équivalence asymptotique
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R non-majorée (resp. non-minorée) et

a = +oo (resp. a = —).
On dit que f et g sont équivalentes en a, noté f ~ g (notation de Landauy), s’il existe une fonction A : ¥V -» R

définie sur un intervalle V' c R non-majorée (resp. non-minorée) telle que

limA(x) = 1
Vx € V N D, f(x)=Ax)g(x)
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Equivalence de fonctions — 2

Proposition
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) = g(a) sia € D.
8 5 oo 2 . fx)
Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f ~ g < lim 0 - 1.
a x—a g(x
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Equivalence de fonctions — 2

Proposition
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) = g(a) sia € D.
8 5 oo 2 . fx)
Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f ~ g < lim 0 - 1.
a x—a g(x

Démonstration lorsque a € R.
= Supposons que f ~ g alors il existe une fonction A : ¥V — R définie au voisinage de a telle que
a

limAx)=1etVx e DNV, f(x) = A(x)g(x).

x—a

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en q alors lim % =1limA(x) = 1.
x—a g X xX—a
< Supposons que lim UG 1.
X—a g(x)

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a, il existe £ > 0 tel que

Vxe Dnla—e¢g,a+e]~{a}, g(x)#0.

Définissons A : [a—¢g,a+ €] —» R par A(x) = % six € D~ {a} et A(x) =1 sinon.

AlorsVx e Dnla—eg,a+ €], f(x) = A(x)g(x) et 1}_{51 A(x) = 1. Donc f ~ g |
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Equivalence de fonctions — 2

Proposition

Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) = g(a) sia € D.
Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f ~ g < lim % =1.
a x—a g(x

sin(x)

Puisque lim

x—0 X

= 1 et que le dénominateur ne s’annule pas en dehors de 0, on a

sin(x) ~ x.
x—0
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Equivalence de fonctions — 3

Proposition

Soient f : D — R une fonction définie sur D CR,a € RU {0} et £ € R~ {0]}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.
X—a a
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Equivalence de fonctions — 3

Proposition
Soient f : D — R une fonction définie sur D CR,a € RU {0} et £ € R~ {0]}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.

X—a a

Démonstration. Puisque # # 0, on a
f(x)
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Equivalence de fonctions — 3

Proposition

Soient f : D — R une fonction définie sur D CR,a € RU {0} et £ € R~ {0]}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.
X—a a

Attention, le théoreme précédent est faux si # = 0 comme on peut s’en convaincre en considérant la

fonction sin au voisinage de 0.

En effet, supposons par I'absurde que sin(x) ~ 0 alors il existe A : ¥V — R une fonction définie sur un
X

intervalle V' centré en 0 tel que Vx € V, sin(x) = A(x) - 0 = 0.
D’ol une contradiction car sin n’est pas nulle au voisinage de 0.
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Equivalence de fonctions — 3

Proposition

Soient f : D — R une fonction définie sur D CR,a € RU {0} et £ € R~ {0]}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.
X—a a

Attention, le théoreme précédent est faux si # = 0 comme on peut s’en convaincre en considérant la

fonction sin au voisinage de 0.

En effet, supposons par I'absurde que sin(x) ~ 0 alors il existe A : ¥V — R une fonction définie sur un
xX—

intervalle V' centré en 0 tel que Vx € V, sin(x) = A(x) - 0 = 0.

D’ol une contradiction car sin n’est pas nulle au voisinage de 0.

Néanmoins, on a le résultat suivant.

Corollaire

Si f ~ getlimg(x) =7 alors lim f(x) = Z.
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Equivalence de fonctions — 3

Proposition

Soient f : D — R une fonction définie sur D CR,a € RU {0} et £ € R~ {0]}.
Alorslim f(x)=¢ < f ~ ¢.
X—a a

Attention, le théoreme précédent est faux si # = 0 comme on peut s’en convaincre en considérant la

fonction sin au voisinage de 0.

En effet, supposons par I'absurde que sin(x) ~ 0 alors il existe A : ¥V — R une fonction définie sur un
X

intervalle V' centré en 0 tel que Vx € V, sin(x) = A(x) - 0 = 0.
D’ol une contradiction car sin n’est pas nulle au voisinage de 0.

Néanmoins, on a le résultat suivant.

Corollaire

Si f ~ getlimg(x) =7 alors lim f(x) = Z.

Ebauche de démonstration. lim f(x) = im A(x)g(x) =1 - £ = ¢. [ |
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Equivalence de fonctions — 4

Proposition
L’équivalence de fonctions (en a € R U {+0}) est une relation d’équivalences, c’est-a-dire :
¢ Elle est réflexive : f ~ f
a

¢ Elle est symétrique : f ~gS g f

* Elle est transitive :si f ~getg~halors f ~h
a a a
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Equivalence de fonctions — 4

Proposition
L’équivalence de fonctions (en a € R U {+0}) est une relation d’équivalences, c’est-a-dire :
¢ Elle est réflexive : f ~ f
a

¢ Elle est symétrique : f ~gS g f

* Elle est transitive :si f ~getg~halors f ~h
a a a

Démonstration de la réflexivité lorsque a € R.
Soient f : D — R et a un point adhérent a D.
Définissons A : R —» R par A(x) = 1 alors Vx € D, f(x) = f(x)A(x) et lim A(x) = 1.

Donc f ~ f. |

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Notations de Landau — 14 décembre 2022 5/16



Equivalence de fonctions — 4

Proposition
L’équivalence de fonctions (en a € R U {+0}) est une relation d’équivalences, c’est-a-dire :
* Elle est réflexive : f ~ f
a

¢ Elle est symétrique : f ~gS g f

* Elle est transitive :si f ~getg~halors f ~h
a a a

Démonstration de la symétrie lorsque a € R.
Soient f,g : D — R et a un point adhérent a D tels que f ~ g.

Alors il existe A : V' — R définie au voisinage de a telle que Vx € V n D, f(x) = A(x)g(x) et lim A(x) = 1.
Par définition de la limite, on sait qu'il existe n > 0 tel que

VxeV,|x—d <n = [f0)-1<; = [0
Donc, quitte & réduire V7, on peut supposer que Vx € V, A(x) # 0.
! . 1
Alors,Vx e V N D, g(x) = Ef(x) et 1)(12 m =1.
Donc g ~ f. -
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Equivalence de fonctions — 4

L’équivalence de fonctions (en a € R U {+0}) est une relation d’équivalences, c’est-a-dire :
¢ Elle est réflexive : f ~ f
a

¢ Elle est symétrique : f ~gS g f

* Elle est transitive :si f ~getg~halors f ~h
a a a

Démonstration de la transitivité lorsque a € R.
Soient f,g,h : D — R et a un point adhérent a D tels que f ~ get g ~ h.

Alors il existe A;,A, : ¥V — R définies au voisinage de a telles que

Vx eV nD, f(x) = A,(x)g(x) Vx € VN D, g(x) = A,(x)h(x)
lim A, (x) = 1 et lim A, (x) = 1

Alors, onaVx € V n D, f(x) = A,(x)A,(x)h(x) et im A, (x)A,(x) = 1.
Donc f ~ h. [ |
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Equivalence de fonctions — 5

Proposition : opérations sur les équivalents

OSif~ ~ 8 etfz g, alors f f, ~ ~ 8182

@ Si f ~ g etsi f ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule
a

pas au voisinage de a sauf peut-étre en q et l ~ é.
a

O Sif ~ ~ 81 fo~ ~ 8 et f, ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors 1 f ?
2 a &2
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Equivalence de fonctions — 5

Proposition : opérations sur les équivalents

OSif~ ~ 8 etfz g, alors f f, ~ ~ 8182

@ Si f ~ g etsi f ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule
a

pas au voisinage de a sauf peut-étre en q et l ~ é.
a

O Sif ~ ~ 81 fo~ ~ 8 et f, ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors 1 f ?
2 a &2

Démonstration au tableau.
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Equivalence de fonctions — 5

Proposition : opérations sur les équivalents

OSif~ g1etf2 g23|0r3f1f2 ~ 8182

@ Si f ~ g etsi f ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule
a

pas au voisinage de a sauf peut-étre en q et l ~ é.
a

O Sif ~g, f2 g, et f, ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors L1 f ?
a 2 a &2

4

Démonstration au tableau.

Proposition : changement de variable (composition a droite)
Silimu(x)=bet f ~ ~ 8 alors fou~ gou.

X—a
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Equivalence de fonctions — 5

Proposition : opérations sur les équivalents
O Sif~ ~ g et fr~ g alors ff; ~ ~ 8182

@ Si f ~ g etsi f ne s'annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule
a

pas au voisinage de a sauf peut-étre en q et l ~ é.
a

O Sif ~ ~ 81 fo~ ~ 8 et f, ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors L1 f i‘
2 a &2
y

Démonstration au tableau.

Proposition : changement de variable (composition a droite)

Silimu(x)=bet f ~ galorsfou~ o u.

X—a

Ebauche de démonstration.
fX)=Ax)g(x) = fu(x)) = Au(x))gu(x)) et }Cigg Au(x)) = }Ciir; Alx) = 1. u
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Equivalence de fonctions — 6

Contre-exemple : addition d’équivalents
Léquivalence de fonctions n’est pas stable par addition, comme le montre I'exemple suivant :

x ~x+let —x ~ —xmaisx+(—x) » (x+1)+(—x)
+00 +o00 +o00
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Equivalence de fonctions — 6

Contre-exemple : addition d’équivalents
Léquivalence de fonctions n’est pas stable par addition, comme le montre I'exemple suivant :

x ~x+1let —x ~ —xmais x+ (—=x) » (x+ 1)+ (—x)
+00 +o0 +oo

Contre-exemple : composition a gauche

L'équivalence de fonctions n’est pas stable par composition a gauche, comme le montre

I'exemple suivant :

x ~ x+ 1 maise’ » &t
+00 +0o0
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Equivalence de fonctions — 6

Contre-exemple : addition d’équivalents
Léquivalence de fonctions n’est pas stable par addition, comme le montre I'exemple suivant :

x ~x+1let —x ~ —xmais x+ (—=x) » (x+ 1)+ (—x)
+00 +o0 +oo

Contre-exemple : composition a gauche

L'équivalence de fonctions n’est pas stable par composition a gauche, comme le montre
I'exemple suivant :

x ~ x+ 1 maise’ » &t
+00 +0o0

Contre-exemple : passage a la dérivée

L'équivalence de fonctions n’est pas stable par dérivation, comme le montre I'exemple suivant.
Posons f(x) = x + 1 et g(x) = 1 au voisinage de 0 alors f T8 mais f’ e g.
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Négligeabilité — 1

Définition : négligeabilité au voisinage d’un point
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un point adhérent a D.
On dit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g (notation de

Hardy), s'il existe une fonction € : ¥V — R définie sur un intervalle V' centré en a telle que

{ lim e(x) = 0

x—a

Vx eV n D, f(x)=e(x)g(x)
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Négligeabilité — 1

Définition : négligeabilité au voisinage d’un point
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R et a un point adhérent a D.
On dit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g (notation de

Hardy), s'il existe une fonction € : ¥V — R définie sur un intervalle V' centré en a telle que

lim e(x) = 0
Vx eV n D, f(x)=e(x)g(x)

A l'aide de quantificateurs, on a :

f=o0(g) ©Ve>0,3n>0,Vx e [a—q,a+r1]nD, | f(x)] < elg(x)]
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Négligeabilité — 2

Définition : négligeabilité asymptotique

Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R non-majorée (resp.

non-minorée) et a = +oo (resp. a = —x).

On dit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g
a a

(notation de Hardy), s’il existe une fonction ¢ : ¥V — R définie sur un intervalle V' c R
non-majorée (resp. non-minorée) telle que

}(i_rg e(x)=0
Vx €V ND, f(x)=e(x)g(x)
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Négligeabilité — 2

Définition : négligeabilité asymptotique

Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D C R non-majorée (resp.

non-minorée) et a = +oo (resp. a = —x).

On dit que f est négligeable devant g en a, noté f = o(g) (notation de Landau) ou f < g
a a

(notation de Hardy), s’il existe une fonction ¢ : ¥V — R définie sur un intervalle V' c R
non-majorée (resp. non-minorée) telle que

}Ci_rg e(x)=0
Vx €V ND, f(x)=e(x)g(x)

A I'aide de quantificateurs, on a :
f= K (g)eVe>0,IM e R, Vx € [M,4+o0[N D, |f(x)| < e|gx)|

f =0 (g)eVex>0,dm e R, Vx € ]-co,m]N D, | f(x)| < e|g(x)]|
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Négligeabilité — 3

Proposition
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) =0sia € D.

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f = o(g) & lim —= ZAC) =0.

x~a g(x)
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Négligeabilité — 3

Proposition
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) =0sia € D.

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f = o(g) & lim —= ZAC) =0.

x~a g(x)

Démonstration lorsque a € R.
= Supposons que f = o(g) alors il existe une fonction € : ¥ — R définie au voisinage de a telle que
a

lime(x)=0etVxe DNV, f(x) = e(x)g(x).

x—a

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en qa alors lim é(x)) =lime(x) =
< Supposons que lim % =0.
xX—a X

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a, il existe n > 0 tel que

Vxe Dnla—n,a+n]~{a}, g(x)#0.

Définissons € : [a—n,a+n] = R par e(x) = % six € D~ {a} et e(x) = 0 sinon.

AlorsVx € [a—n,a+nln D, f(x) = e(x)g(x) et lxlgzl eg(x)=0.Donc f = 2(g). |
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Négligeabilité — 3

Proposition
Soient f,g : D — R deux fonctions définies sur une partie D c R avec f(a) =0sia € D.

Si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors f = o(g) & lim —= 2ACY) =0.

x~a g(x)

e x"= o X elmx""=0m>n
x—0 x—0

e x\"= o (xX"o lim xX"""=0om<n

X—>+00 X—>+00
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Négligeabilité — 4

Exemple

Montrons que x — arctan(x) = o (x?).
X—

Les fonctions f(x) = x — arctan(x) et g(x) = x> sont bien définies et deux fois dérivables au
voisinage de 0.
De plus g”(x) = 2 ne s’annule pas et lir% f(x) = lirré f(x) = ling gx) = ling g'(x)=0.

"™ _y x

Puisque li = ———— =0, on déduit du théoréme de L'Hbpital que
q xlir(% g”(x) x=0 (1 + X2)2 P q
lim X arctan(x) ~ lim f(x) -0
x—0 x2 x—0 g(x) ’

et donc que x — arctan(x) = o (x?).
x—=0
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Négligeabilité — 5

Proposition
O Sif= 2(g) etg = g(h) alors f = 2(h).
@ Si fi = olg) et /5 = o(g) alors £y + f5 = o(g).
OSif = o(gy) €t f = o(gy) alors f, 1, = 0(818)-
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Négligeabilité — 5

Proposition
O Sif= 2(g) etg = g(h) alors f = 2(h).
@ Si fi = olg) et /5 = o(g) alors £y + f5 = o(g).
OSif= 2(81) et f, = 2(82) alors f1f; = 2(8182)-

Démonstration du premier point.
Supposons que f = o(g) et g = o(h) alors il existe g, et g, définies au voisinage de a telles que
a a

{ f()=e0st) { g(x) = £,(x)A(x)

lime;(x) =0 lime,(x) =0

Alors f(x) = g(x)g(x) = &(x)e,(x)h(x) et !gr; £1(x)g5(x) = 0.
Donc f = Z(h)' [ |
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Négligeabilité — 5

Proposition
O Sif= 2(g) etg = g(h) alors f = 2(h).
@ Si fi = olg) et /5 = o(g) alors £y + f5 = o(g).
OSif= 2(81) et f, = 2(82) alors f1f; = 2(8182)-

Démonstration du deuxiéme point.
Supposons que f| = o(g) et f, = o(g) alors il existe g, et &, définies au voisinage de a telles que
a a

{fl(x)=s1<x>g<x> o {fz(x)=82(x)g(x)

lime;(x) =0 lime,(x) =0

Alors fi(x) + fo(x) = (g/(x) + &,(x))g(x) et }Cl_rg g1(x) + &,(x) =0.
Donc f + f> = o(g)- u
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Négligeabilité — 5

Proposition
O Sif= 2(g) etg = g(h) alors f = 2(h).
@ Si fi = olg) et /5 = o(g) alors £y + f5 = o(g).
OSif= 2(81) et f, = 2(82) alors f1f; = 2(8182)-

Démonstration du troisiéme point.
Supposons que f| = o(g;) et f, = o(g,) alors il existe ¢, et g, définies au voisinage de a telles que
a a

[10) = £1(x)g;(x) f2(x) = &3(x)g,(x)
lim &;(x) = 0 et lim &,(x) = 0 :

Alors f1(x)f2(x) = &(x)e2(x)g; (x)g(x) et lim &, (x)e5(x) = 0.

Donc £, f, = g(glgz)- u
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Négligeabilité — 5

Proposition
O Sif= 2(g) etg = g(h) alors f = 2(h).
@ Si fi = olg) et /5 = o(g) alors £y + f5 = o(g).
OSif= 2(81) et f, = 2(82) alors f1f; = 2(8182)-

Contre-exemple : on ne peut pas sommer dans le petit o

On n’apas que si f =o(g)) et f = o(g,) alors f = o(g; + &»)-

Eneffet, x> = o (P —xP)etx*= o P)maisx®# o (7).
x—0 x—0 x—=0
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Négligeabilité — 6

Vrai ou Faux ? Justifier.
O Sif(x)= oo(x) alors f(x) = o (x%).

0O Sifx) = oo(x2) alors f(x) = 0, (x).
® Si f(x)= oo(x) alors f(x) = 00(42x).
0OSifx) = o metg)= o (x?) alors f(x) + g(x) = 0,0

0O Si f(x)= oo(x) et g(x) = o (xz) alors f(x) + g(x) = o (xz).
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Négligeabilité — 7

On écrit f(x) = g(x) + o (h(x)) pour signifier qu’il existe une fonction r telle que r = o (k) et

S () = g(x) +r(x).

Autrement dit, f(x) = g(x) + o (h(x)) signifie gu’il existe une fonction ¢ telle que

lime(x) =0

X—a

{ f(x) = g(x) + &(x)h(x) au voisinage de a

Sifx)=1+x+ oo(x) et g(x) =2x + o (xz) alors :
O /x)+gx)=1+3x+ oO(x)

O f(x)g(x)=2x+ 2x% + 00 (xz)
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Négligeabilité — 8

Proposition

f;g©f=g+g@
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Négligeabilité — 8

Proposition

f;g©f=g+g@

Démonstration.
= Supposons que f ~ g alors il existe A : V¥V — R définie au voisinage de a telle que f = Ag et
a

limA=1.

Diéfinissons e:V->Rpare=A—1lalors f =gAi=g+geol li‘rzne =0.

Douf=g+ Z(g).

< Supposons que f = g + o(g) alors il existe £ : V' — R définie au voisinage de a telle que
f=g+£getli£ns=0. ’

Définissons A : ¥V > Rpar A =1+ ¢ alors f = Ag ou lign/\ =1.

Dou f ~ g [ |
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Négligeabilité — 9

Proposition
Soient a, 8,y > 0 alors

(nx)* < xf <« o™

X—>+00 X—>+00
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