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Équivalence de fonctions – 1
Définition : équivalence locale
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ et 𝑎 un point adhérent à 𝐷.
On dit que 𝑓 et 𝑔 sont équivalentes en 𝑎, noté 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 (notation de Landau), s’il existe une fonction 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ

définie sur un intervalle 𝑉 centré en 𝑎 telle que

{
lim
𝑥→𝑎

𝜆(𝑥) = 1
∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥)

Définition : équivalence asymptotique
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ non-majorée (resp. non-minorée) et
𝑎 = +∞ (resp. 𝑎 = −∞).
On dit que 𝑓 et 𝑔 sont équivalentes en 𝑎, noté 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 (notation de Landau), s’il existe une fonction 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ

définie sur un intervalle 𝑉 ⊂ ℝ non-majorée (resp. non-minorée) telle que

{
lim
𝑥→𝑎

𝜆(𝑥) = 1
∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥)
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Équivalence de fonctions – 2

Proposition
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ avec 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) si 𝑎 ∈ 𝐷.
Si 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI – Notations de Landau – 14 décembre 2022 3 / 16
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Proposition
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ avec 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) si 𝑎 ∈ 𝐷.
Si 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

Démonstration lorsque 𝑎 ∈ ℝ.
⇒ Supposons que 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 alors il existe une fonction 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que

lim
𝑥→𝑎

𝜆(𝑥) = 1 et ∀𝑥 ∈ 𝐷 ∩ 𝑉 , 𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥).

Puisque 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝜆(𝑥) = 1.

⇐ Supposons que lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

Puisque 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎, il existe 𝜀 > 0 tel que
∀𝑥 ∈ 𝐷 ∩ [𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀] ∖ {𝑎}, 𝑔(𝑥) ≠ 0.
Définissons 𝜆 ∶ [𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀] → ℝ par 𝜆(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥) si 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ {𝑎} et 𝜆(𝑥) = 1 sinon.
Alors ∀𝑥 ∈ 𝐷 ∩ [𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀], 𝑓 (𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥) et lim

𝑥→𝑎
𝜆(𝑥) = 1. Donc 𝑓 ∼

𝑎
𝑔. ■
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Équivalence de fonctions – 2

Proposition
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ avec 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) si 𝑎 ∈ 𝐷.
Si 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 1.

Exemple

Puisque lim
𝑥→0

sin(𝑥)
𝑥 = 1 et que le dénominateur ne s’annule pas en dehors de 0, on a

sin(𝑥) ∼
𝑥→0

𝑥.
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Équivalence de fonctions – 3

Proposition
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction définie sur 𝐷 ⊂ ℝ, 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞} et ℓ ∈ ℝ ∖ {0}.
Alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ ⇔ 𝑓 ∼

𝑎
ℓ.
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Équivalence de fonctions – 3

Proposition
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction définie sur 𝐷 ⊂ ℝ, 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞} et ℓ ∈ ℝ ∖ {0}.
Alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ ⇔ 𝑓 ∼

𝑎
ℓ.

Démonstration. Puisque ℓ ≠ 0, on a

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ ⇔ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
ℓ = 1 ⇔ 𝑓 ∼

𝑎
ℓ.

■
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Équivalence de fonctions – 3

Proposition
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction définie sur 𝐷 ⊂ ℝ, 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞} et ℓ ∈ ℝ ∖ {0}.
Alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ ⇔ 𝑓 ∼

𝑎
ℓ.

Attention, le théorème précédent est faux si ℓ = 0 comme on peut s’en convaincre en considérant la
fonction sin au voisinage de 0.
En effet, supposons par l’absurde que sin(𝑥) ∼

𝑥→0
0 alors il existe 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ une fonction définie sur un

intervalle 𝑉 centré en 0 tel que ∀𝑥 ∈ 𝑉 , sin(𝑥) = 𝜆(𝑥) ⋅ 0 = 0.
D’où une contradiction car sin n’est pas nulle au voisinage de 0.
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Néanmoins, on a le résultat suivant.

Corollaire
Si 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 et lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = ℓ alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ.
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Néanmoins, on a le résultat suivant.

Corollaire
Si 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 et lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = ℓ alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ.

Ébauche de démonstration. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝜆(𝑥)𝑔(𝑥) = 1 ⋅ ℓ = ℓ. ■
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Équivalence de fonctions – 4
Proposition
L’équivalence de fonctions (en 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞}) est une relation d’équivalences, c’est-à-dire :

• Elle est réflexive : 𝑓 ∼
𝑎

𝑓
• Elle est symétrique : 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑔 ∼

𝑎
𝑓

• Elle est transitive : si 𝑓 ∼
𝑎

𝑔 et 𝑔 ∼
𝑎

ℎ alors 𝑓 ∼
𝑎

ℎ
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Proposition
L’équivalence de fonctions (en 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞}) est une relation d’équivalences, c’est-à-dire :

• Elle est réflexive : 𝑓 ∼
𝑎

𝑓
• Elle est symétrique : 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑔 ∼

𝑎
𝑓

• Elle est transitive : si 𝑓 ∼
𝑎

𝑔 et 𝑔 ∼
𝑎

ℎ alors 𝑓 ∼
𝑎

ℎ

Démonstration de la réflexivité lorsque 𝑎 ∈ ℝ.
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ et 𝑎 un point adhérent à 𝐷.
Définissons 𝜆 ∶ ℝ → ℝ par 𝜆(𝑥) = 1 alors ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜆(𝑥) et lim

𝑥→𝑎
𝜆(𝑥) = 1.

Donc 𝑓 ∼
𝑎

𝑓 . ■
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Équivalence de fonctions – 4
Proposition
L’équivalence de fonctions (en 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞}) est une relation d’équivalences, c’est-à-dire :

• Elle est réflexive : 𝑓 ∼
𝑎

𝑓
• Elle est symétrique : 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑔 ∼

𝑎
𝑓

• Elle est transitive : si 𝑓 ∼
𝑎

𝑔 et 𝑔 ∼
𝑎

ℎ alors 𝑓 ∼
𝑎

ℎ

Démonstration de la symétrie lorsque 𝑎 ∈ ℝ.
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ et 𝑎 un point adhérent à 𝐷 tels que 𝑓 ∼

𝑎
𝑔.

Alors il existe 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que ∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

𝜆(𝑥) = 1.
Par définition de la limite, on sait qu’il existe 𝜂 > 0 tel que
∀𝑥 ∈ 𝑉 , |𝑥 − 𝑎| ≤ 𝜂 ⟹ |𝑓(𝑥) − 1| ≤ 1

2 ⟹ 𝑓(𝑥) ≥ 1
2 .

Donc, quitte à réduire 𝑉 , on peut supposer que ∀𝑥 ∈ 𝑉 , 𝜆(𝑥) ≠ 0.
Alors, ∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑔(𝑥) = 1

𝜆(𝑥) 𝑓(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

1
𝜆(𝑥) = 1.

Donc 𝑔 ∼
𝑎

𝑓 . ■
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Équivalence de fonctions – 4
Proposition
L’équivalence de fonctions (en 𝑎 ∈ ℝ ∪ {±∞}) est une relation d’équivalences, c’est-à-dire :

• Elle est réflexive : 𝑓 ∼
𝑎

𝑓
• Elle est symétrique : 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑔 ∼

𝑎
𝑓

• Elle est transitive : si 𝑓 ∼
𝑎

𝑔 et 𝑔 ∼
𝑎

ℎ alors 𝑓 ∼
𝑎

ℎ

Démonstration de la transitivité lorsque 𝑎 ∈ ℝ.
Soient 𝑓, 𝑔, ℎ ∶ 𝐷 → ℝ et 𝑎 un point adhérent à 𝐷 tels que 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 et 𝑔 ∼

𝑎
ℎ.

Alors il existe 𝜆1, 𝜆2 ∶ 𝑉 → ℝ définies au voisinage de 𝑎 telles que

{
∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜆1(𝑥)𝑔(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜆1(𝑥) = 1 et
{

∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑔(𝑥) = 𝜆2(𝑥)ℎ(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜆2(𝑥) = 1

Alors, on a ∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜆1(𝑥)𝜆2(𝑥)ℎ(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

𝜆1(𝑥)𝜆2(𝑥) = 1.
Donc 𝑓 ∼

𝑎
ℎ. ■
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Équivalence de fonctions – 5
Proposition : opérations sur les équivalents

1 Si 𝑓1 ∼
𝑎

𝑔1 et 𝑓2 ∼
𝑎

𝑔2 alors 𝑓1𝑓2 ∼
𝑎

𝑔1𝑔2.

2 Si 𝑓 ∼
𝑎

𝑔 et si 𝑓 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑔 ne s’annule

pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 et 1
𝑓 ∼

𝑎
1
𝑔 .

3 Si 𝑓1 ∼
𝑎

𝑔1, 𝑓2 ∼
𝑎

𝑔2 et 𝑓2 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓1
𝑓2

∼
𝑎

𝑔1
𝑔2

.

Démonstration au tableau.

Proposition : changement de variable (composition à droite)
Si lim

𝑥→𝑎
𝑢(𝑥) = 𝑏 et 𝑓 ∼

𝑏
𝑔 alors 𝑓 ∘ 𝑢 ∼

𝑎
𝑔 ∘ 𝑢.

Ébauche de démonstration.
𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑔(𝑥) ⟹ 𝑓(𝑢(𝑥)) = 𝜆(𝑢(𝑥))𝑔(𝑢(𝑥)) et lim

𝑥→𝑎
𝜆(𝑢(𝑥)) = lim

𝑥→𝑏
𝜆(𝑥) = 1. ■
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Équivalence de fonctions – 5
Proposition : opérations sur les équivalents
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𝑎
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𝑎
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𝑎

𝑔1𝑔2.

2 Si 𝑓 ∼
𝑎
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𝑎
1
𝑔 .
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𝑎
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𝑎
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𝑎

𝑔1
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Équivalence de fonctions – 6
Contre-exemple : addition d’équivalents
L’équivalence de fonctions n’est pas stable par addition, comme le montre l’exemple suivant :

𝑥 ∼
+∞

𝑥 + 1 et − 𝑥 ∼
+∞

−𝑥 mais 𝑥 + (−𝑥) ≁
+∞

(𝑥 + 1) + (−𝑥)

Contre-exemple : composition à gauche
L’équivalence de fonctions n’est pas stable par composition à gauche, comme le montre
l’exemple suivant :

𝑥 ∼
+∞

𝑥 + 1 mais 𝑒𝑥 ≁
+∞

𝑒𝑥+1

Contre-exemple : passage à la dérivée
L’équivalence de fonctions n’est pas stable par dérivation, comme le montre l’exemple suivant.
Posons 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 et 𝑔(𝑥) = 1 au voisinage de 0 alors 𝑓 ∼

0
𝑔 mais 𝑓 ′ ≁

0
𝑔′.
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Négligeabilité – 1

Définition : négligeabilité au voisinage d’un point
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ et 𝑎 un point adhérent à 𝐷.
On dit que 𝑓 est négligeable devant 𝑔 en 𝑎, noté 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) (notation de Landau) ou 𝑓 ≪

𝑎
𝑔 (notation de

Hardy), s’il existe une fonction 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ définie sur un intervalle 𝑉 centré en 𝑎 telle que

{
lim
𝑥→𝑎

𝜀(𝑥) = 0
∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜀(𝑥)𝑔(𝑥)

À l’aide de quantificateurs, on a :

𝑓 = 𝑜
𝑎
(𝑔) ⇔ ∀𝜀 > 0, ∃𝜂 > 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎 − 𝜂, 𝑎 + 𝜂] ∩ 𝐷, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 |𝑔(𝑥)|
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Négligeabilité – 2

Définition : négligeabilité asymptotique
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ non-majorée (resp.
non-minorée) et 𝑎 = +∞ (resp. 𝑎 = −∞).
On dit que 𝑓 est négligeable devant 𝑔 en 𝑎, noté 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) (notation de Landau) ou 𝑓 ≪

𝑎
𝑔

(notation de Hardy), s’il existe une fonction 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ définie sur un intervalle 𝑉 ⊂ ℝ
non-majorée (resp. non-minorée) telle que

{
lim
𝑥→𝑎

𝜀(𝑥) = 0
∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜀(𝑥)𝑔(𝑥)

À l’aide de quantificateurs, on a :

𝑓 = 𝑜
+∞

(𝑔) ⇔ ∀𝜀 > 0, ∃𝑀 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ [𝑀, +∞[ ∩ 𝐷, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 |𝑔(𝑥)|

𝑓 = 𝑜
−∞

(𝑔) ⇔ ∀𝜀 > 0, ∃𝑚 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ ]−∞, 𝑚] ∩ 𝐷, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀 |𝑔(𝑥)|
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Négligeabilité – 3

Proposition
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ avec 𝑓(𝑎) = 0 si 𝑎 ∈ 𝐷.
Si 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) ⇔ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0.
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Démonstration lorsque 𝑎 ∈ ℝ.
⇒ Supposons que 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) alors il existe une fonction 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que

lim
𝑥→𝑎

𝜀(𝑥) = 0 et ∀𝑥 ∈ 𝐷 ∩ 𝑉 , 𝑓(𝑥) = 𝜀(𝑥)𝑔(𝑥).

Puisque 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝜀(𝑥) = 0.

⇐ Supposons que lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0.

Puisque 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎, il existe 𝜂 > 0 tel que
∀𝑥 ∈ 𝐷 ∩ [𝑎 − 𝜂, 𝑎 + 𝜂] ∖ {𝑎}, 𝑔(𝑥) ≠ 0.
Définissons 𝜀 ∶ [𝑎 − 𝜂, 𝑎 + 𝜂] → ℝ par 𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥) si 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ {𝑎} et 𝜀(𝑥) = 0 sinon.
Alors ∀𝑥 ∈ [𝑎 − 𝜂, 𝑎 + 𝜂] ∩ 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝜀(𝑥)𝑔(𝑥) et lim

𝑥→𝑎
𝜀(𝑥) = 0. Donc 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔). ■

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI – Notations de Landau – 14 décembre 2022 10 / 16



Négligeabilité – 3

Proposition
Soient 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ avec 𝑓(𝑎) = 0 si 𝑎 ∈ 𝐷.
Si 𝑔 ne s’annule pas au voisinage de 𝑎 sauf peut-être en 𝑎 alors 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) ⇔ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0.

Exemple
• 𝑥𝑚 = 𝑜

𝑥→0
(𝑥𝑛) ⇔ lim

𝑥→0
𝑥𝑚−𝑛 = 0 ⇔ 𝑚 > 𝑛

• 𝑥𝑚 = 𝑜
𝑥→+∞

(𝑥𝑛) ⇔ lim
𝑥→+∞

𝑥𝑚−𝑛 = 0 ⇔ 𝑚 < 𝑛
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Négligeabilité – 4

Exemple
Montrons que 𝑥 − arctan(𝑥) = 𝑜

𝑥→0 (𝑥2).

Les fonctions 𝑓(𝑥) = 𝑥 − arctan(𝑥) et 𝑔(𝑥) = 𝑥2 sont bien définies et deux fois dérivables au
voisinage de 0.
De plus 𝑔″(𝑥) = 2 ne s’annule pas et lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→0
𝑓 ′(𝑥) = lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) = lim

𝑥→0
𝑔′(𝑥) = 0.

Puisque lim
𝑥→0

𝑓 ″(𝑥)
𝑔″(𝑥) = lim

𝑥→0
𝑥

(1 + 𝑥2)2 = 0, on déduit du théorème de L’Hôpital que

lim
𝑥→0

𝑥 − arctan(𝑥)
𝑥2 = lim

𝑥→0
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 0,

et donc que 𝑥 − arctan(𝑥) = 𝑜
𝑥→0 (𝑥2).
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Négligeabilité – 5

Proposition
1 Si 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) et 𝑔 = 𝑜

𝑎
(ℎ) alors 𝑓 = 𝑜

𝑎
(ℎ).

2 Si 𝑓1 = 𝑜
𝑎
(𝑔) et 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔) alors 𝑓1 + 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔).

3 Si 𝑓1 = 𝑜
𝑎
(𝑔1) et 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔2) alors 𝑓1𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔1𝑔2).
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𝑎
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Démonstration du premier point.
Supposons que 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) et 𝑔 = 𝑜

𝑎
(ℎ) alors il existe 𝜀1 et 𝜀2 définies au voisinage de 𝑎 telles que

{
𝑓(𝑥) = 𝜀1(𝑥)𝑔(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜀1(𝑥) = 0 et
{

𝑔(𝑥) = 𝜀2(𝑥)ℎ(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜀2(𝑥) = 0 .

Alors 𝑓(𝑥) = 𝜀1(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝜀1(𝑥)𝜀2(𝑥)ℎ(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

𝜀1(𝑥)𝜀2(𝑥) = 0.
Donc 𝑓 = 𝑜

𝑎
(ℎ). ■
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𝑓2(𝑥) = 𝜀2(𝑥)𝑔(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜀2(𝑥) = 0 .

Alors 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) = (𝜀1(𝑥) + 𝜀2(𝑥))𝑔(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

𝜀1(𝑥) + 𝜀2(𝑥) = 0.
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(𝑔2) alors il existe 𝜀1 et 𝜀2 définies au voisinage de 𝑎 telles que

{
𝑓1(𝑥) = 𝜀1(𝑥)𝑔1(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜀1(𝑥) = 0 et
{

𝑓2(𝑥) = 𝜀2(𝑥)𝑔2(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝜀2(𝑥) = 0 .

Alors 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥) = 𝜀1(𝑥)𝜀2(𝑥)𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑥) et lim
𝑥→𝑎

𝜀1(𝑥)𝜀2(𝑥) = 0.
Donc 𝑓1𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔1𝑔2). ■
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Négligeabilité – 5

Proposition
1 Si 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔) et 𝑔 = 𝑜

𝑎
(ℎ) alors 𝑓 = 𝑜

𝑎
(ℎ).

2 Si 𝑓1 = 𝑜
𝑎
(𝑔) et 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔) alors 𝑓1 + 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔).

3 Si 𝑓1 = 𝑜
𝑎
(𝑔1) et 𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔2) alors 𝑓1𝑓2 = 𝑜

𝑎
(𝑔1𝑔2).

Contre-exemple : on ne peut pas sommer dans le petit 𝑜
On n’a pas que si 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔1) et 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔2) alors 𝑓 = 𝑜

𝑎
(𝑔1 + 𝑔2).

En effet, 𝑥3 = 𝑜
𝑥→0

(𝑥3 − 𝑥2) et 𝑥3 = 𝑜
𝑥→0

(𝑥2) mais 𝑥3 ≠ 𝑜
𝑥→0

(𝑥3).
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Négligeabilité – 6

Exercices
Vrai ou Faux? Justifier.

1 Si 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0

(𝑥) alors 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0 (𝑥2).

2 Si 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0 (𝑥2) alors 𝑓(𝑥) = 𝑜

𝑥→0
(𝑥).

3 Si 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0

(𝑥) alors 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0

(42𝑥).

4 Si 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0

(𝑥) et 𝑔(𝑥) = 𝑜
𝑥→0 (𝑥2) alors 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑜

𝑥→0
(𝑥).

5 Si 𝑓(𝑥) = 𝑜
𝑥→0

(𝑥) et 𝑔(𝑥) = 𝑜
𝑥→0 (𝑥2) alors 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑜

𝑥→0 (𝑥2).
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Négligeabilité – 7
On écrit 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑜

𝑎
(ℎ(𝑥)) pour signifier qu’il existe une fonction 𝑟 telle que 𝑟 = 𝑜

𝑎
(ℎ) et

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥).

Autrement dit, 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑜
𝑎

(ℎ(𝑥)) signifie qu’il existe une fonction 𝜀 telle que

{
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝜀(𝑥)ℎ(𝑥) au voisinage de 𝑎
lim
𝑥→𝑎

𝜀(𝑥) = 0

Exercices
Si 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑜

𝑥→0
(𝑥) et 𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 𝑜

𝑥→0 (𝑥2) alors :

1 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 1 + 3𝑥 + 𝑜
𝑥→0

(𝑥)

2 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑜
𝑥→0 (𝑥2)
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Négligeabilité – 8

Proposition
𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑓 = 𝑔 + 𝑜

𝑎
(𝑔)

Démonstration.
⇒ Supposons que 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 alors il existe 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que 𝑓 = 𝜆𝑔 et

lim
𝑎

𝜆 = 1.
Définissons 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ par 𝜀 = 𝜆 − 1 alors 𝑓 = 𝑔𝜆 = 𝑔 + 𝑔𝜀 où lim

𝑎
𝜀 = 0.

D’où 𝑓 = 𝑔 + 𝑜
𝑎
(𝑔).

⇐ Supposons que 𝑓 = 𝑔 + 𝑜
𝑎
(𝑔) alors il existe 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que

𝑓 = 𝑔 + 𝜀𝑔 et lim
𝑎

𝜀 = 0.
Définissons 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ par 𝜆 = 1 + 𝜀 alors 𝑓 = 𝜆𝑔 où lim

𝑎
𝜆 = 1.

D’où 𝑓 ∼
𝑎

𝑔. ■
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Proposition
𝑓 ∼

𝑎
𝑔 ⇔ 𝑓 = 𝑔 + 𝑜

𝑎
(𝑔)

Démonstration.
⇒ Supposons que 𝑓 ∼

𝑎
𝑔 alors il existe 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que 𝑓 = 𝜆𝑔 et

lim
𝑎

𝜆 = 1.
Définissons 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ par 𝜀 = 𝜆 − 1 alors 𝑓 = 𝑔𝜆 = 𝑔 + 𝑔𝜀 où lim

𝑎
𝜀 = 0.

D’où 𝑓 = 𝑔 + 𝑜
𝑎
(𝑔).

⇐ Supposons que 𝑓 = 𝑔 + 𝑜
𝑎
(𝑔) alors il existe 𝜀 ∶ 𝑉 → ℝ définie au voisinage de 𝑎 telle que

𝑓 = 𝑔 + 𝜀𝑔 et lim
𝑎

𝜀 = 0.
Définissons 𝜆 ∶ 𝑉 → ℝ par 𝜆 = 1 + 𝜀 alors 𝑓 = 𝜆𝑔 où lim

𝑎
𝜆 = 1.

D’où 𝑓 ∼
𝑎

𝑔. ■
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Négligeabilité – 9

Proposition
Soient 𝛼, 𝛽, 𝛾 > 0 alors

(ln 𝑥)𝛼 ≪
𝑥→+∞

𝑥𝛽 ≪
𝑥→+∞

𝑒𝛾𝑥.
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