
L1 DL/MI – 2022/2023

Analyse Élémentaire

INTÉGRATION

24 novembre 2022

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI – Intégration – 24 novembre 2022 1 / 12



Définition informelle

Intégrale d’une fonction continue sur un segment
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue.

On définit l’intégrale de 𝑓 , notée ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥, comme l’aire entre la courbe représentative de 𝑓 et l’axe des

abscisses (comptée positivement au-dessus de l’axe et négativement en-dessous).

𝑎 𝑏

Cette définition est informelle/intuitive puisque la notion d’aire sous la courbe n’est pas rigoureusement
définie, mais elle suffit amplement pour ce cours.
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Premières propriétés

Soient 𝑓, 𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ deux fonctions continues et 𝜆 ∈ ℝ, alors

1 ∫
𝑏

𝑎
(𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥,

2 ∫
𝑏

𝑎
𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜆 ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

3 si ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) alors ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫

𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥.
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Relation de Chasles

Relation de Chasles
Soit 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une fonction continue sur un intervalle 𝐼 . Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐼 tels que 𝑎 < 𝑏 < 𝑐. Alors

∫
𝑐

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑐

𝑏
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Du fait de la relation de Chasles, il est naturel d’introduire la notation suivante :

Si 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ est continue alors on pose

∫
𝑎

𝑏
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≔ − ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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Théorème de la moyenne

Théorème de la moyenne
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue. Alors il existe 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑐).

Démonstration. Puisque 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ est continue sur un segment, d’après le théorème de Weierstrass, il
existe 𝑠, 𝑆 ∈ [𝑎, 𝑏] tels que ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑠) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑆).
D’où

𝑓(𝑠)(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑆)(𝑏 − 𝑎) i.e. 𝑓(𝑠) ≤

∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏 − 𝑎 ≤ 𝑓(𝑆).

Puisque 𝑓 est continue sur l’intervalle [𝑎, 𝑏], on déduit du théorème des valeurs intermédiaires qu’il existe
𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] tel que

𝑓(𝑐) = 1
𝑏 − 𝑎 ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

■
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Théorème fondamental de l’analyse – 1
Théorème
Soit 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une fonction continue sur un intervalle 𝐼 et 𝑎 ∈ 𝐼 .
Définissons 𝐹 ∶ 𝐼 → ℝ par 𝐹 (𝑥) = ∫

𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡. Alors 𝐹 est dérivable et 𝐹 ′ = 𝑓 .

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI – Intégration – 24 novembre 2022 6 / 12



Théorème fondamental de l’analyse – 1
Théorème
Soit 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une fonction continue sur un intervalle 𝐼 et 𝑎 ∈ 𝐼 .
Définissons 𝐹 ∶ 𝐼 → ℝ par 𝐹 (𝑥) = ∫

𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡. Alors 𝐹 est dérivable et 𝐹 ′ = 𝑓 .

Démonstration. Soit 𝑥0 ∈ 𝐼 . Soit 𝑥 ∈ 𝐼 tel que 𝑥 ≠ 𝑥0, alors

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥0) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫

𝑥0

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

𝑥

𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

D’après le théorème de la moyenne, il existe 𝜉 ∈ [𝑥, 𝑥0] si 𝑥0 > 𝑥 ou 𝜉 ∈ [𝑥0, 𝑥] sinon, tel que

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= 𝑓(𝜉).

Remarquons que 𝜉 tend vers 𝑥0 lorsque 𝑥 tend vers 𝑥0, donc, par continuité de 𝑓 , on a

lim
𝑥→𝑥0

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

= lim
𝜉→𝑥0

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥0).

Ainsi 𝐹 est dérivable en 𝑥0 et 𝐹 ′(𝑥0) = 𝑓(𝑥0). ■
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𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡. Alors 𝐹 est dérivable et 𝐹 ′ = 𝑓 .

Définition
Soit 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction définie sur une partie 𝐷 ⊂ ℝ.
On dit que 𝐹 ∶ 𝐷 → ℝ est une primitive de 𝑓 si 𝐹 est dérivable et si 𝐹 ′ = 𝑓 .
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On dit que 𝐹 ∶ 𝐷 → ℝ est une primitive de 𝑓 si 𝐹 est dérivable et si 𝐹 ′ = 𝑓 .

On déduit du théorème précédent que toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive.
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Théorème fondamental de l’analyse – 2
Proposition
Soient 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une fonction continue sur un intervalle et 𝑎 ∈ 𝐼 .
Si 𝐹 ∶ 𝐼 → ℝ est une primitive de 𝑓 alors il existe 𝐶 ∈ ℝ tel que

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶.
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Démonstration. Définissons 𝐺 ∶ 𝐼 → ℝ par 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑥) − ∫𝑥
𝑎 𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Alors, d’après le Théorème précédent, 𝐺 est dérivable sur 𝐼 et 𝐺′ = 𝑓 − 𝑓 = 0.
Donc 𝐺 est constante sur 𝐼 , i.e. il existe ∃𝐶 ∈ ℝ tel que ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝐺(𝑥) = 𝐶. Ainsi

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶.

■
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Théorème fondamental de l’analyse – 2
Proposition
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𝑎
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Corollaire
Deux primitives d’une fonction continue sur un intervalle diffèrent d’une constante.
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𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶.

Corollaire
Deux primitives d’une fonction continue sur un intervalle diffèrent d’une constante.

L’hypothèse que le domaine est un intervalle est importante.

Définissons 𝐹1, 𝐹2 ∶ ℝ ⧵ {0} → ℝ par 𝐹1(𝑥) = ln(|𝑥|) et 𝐹2(𝑥) = {
ln(|𝑥|) + 42 si 𝑥 > 0
ln(|𝑥|) − 𝜋 si 𝑥 < 0

alors 𝐹1 et 𝐹2 sont deux primitives de 𝑓 ∶ ℝ ⧵ {0} → ℝ définie par 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 mais 𝐹1 − 𝐹2 n’est pas constante.
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Théorème fondamental de l’analyse – 3

Théorème fondamental de l’analyse
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue et 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une primitive de 𝑓 . Alors

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).
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𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).

Démonstration. On déduit du corollaire qu’il existe 𝐶 ∈ ℝ tel que

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶.

Ainsi 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + 𝐶 − ∫

𝑎

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝐶 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡. ■
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Théorème fondamental de l’analyse – 3

Théorème fondamental de l’analyse
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue et 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une primitive de 𝑓 . Alors

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎).

On écrit généralement [𝐹 (𝑥)]𝑏
𝑎 ≔ 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) de sorte que

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝐹 (𝑥)]𝑏

𝑎 .
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Changement de variable – 1

Théorème
Soient 𝐼 un intervalle, 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝐼 une fonction dérivable de dérivée continue et 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une
fonction continue. Alors

∫
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡.
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fonction continue. Alors

∫
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡.

Démonstration. Soit 𝐹 ∶ 𝐼 → ℝ une primitive de 𝑓 , alors

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

𝑏

𝑎
(𝐹 ∘ 𝜑)′(𝑡)𝑑𝑡 = [𝐹 (𝜑(𝑥))]

𝑏
𝑎

= 𝐹 (𝜑(𝑏)) − 𝐹 (𝜑(𝑎))
= [𝐹 (𝑥)]𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)

= ∫
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

■
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Changement de variable – 1

Théorème
Soient 𝐼 un intervalle, 𝜑 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝐼 une fonction dérivable de dérivée continue et 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une
fonction continue. Alors

∫
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡.

Moyen mnémotechnique
En pratique,

1 On pose 𝑥 = 𝜑(𝑡).
2 D’où 𝑑𝑥

𝑑𝑡 = 𝜑′(𝑡), i.e. 𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

(c’est juste une notation, il ne faut pas essayer d’interpréter cette multiplication par 𝑑𝑡, même si…).

3 Ne pas oublier de changer les bornes !

(quand 𝑡 varie entre 𝑎 et 𝑏, 𝑥 = 𝜑(𝑡) varie entre 𝜑(𝑎) et 𝜑(𝑏),

même si le théorème est valide aussi lorsque 𝜑 n’est pas bijective

)
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(c’est juste une notation, il ne faut pas essayer d’interpréter cette multiplication par 𝑑𝑡, même si…).

3 Ne pas oublier de changer les bornes !

(quand 𝑡 varie entre 𝑎 et 𝑏, 𝑥 = 𝜑(𝑡) varie entre 𝜑(𝑎) et 𝜑(𝑏),

même si le théorème est valide aussi lorsque 𝜑 n’est pas bijective

)
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Changement de variable – 2

Exemple 1
En posant 𝑢 = 𝑥2, il vient

∫
2

0
𝑥𝑒𝑥2𝑑𝑥 = 1

2 ∫
4

0
𝑒𝑢𝑑𝑢 = 𝑒4 − 1

2 .

Exemple 2
En posant 𝑥 = sin 𝜃, il vient

∫
1

0
√1 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫

𝜋
2

0
cos2(𝜃)𝑑𝜃 = ∫

𝜋
2

0

1
2(1 + cos(2𝜃))𝑑𝜃 = [

𝑥
2 + sin(2𝜃)

4 ]

𝜋
2

0
= 𝜋

4 .
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Intégration par parties – 1

Théorème
Soient 𝑢, 𝑣 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ deux fonctions dérivables de dérivées continues. Alors

∫
𝑏

𝑎
𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]𝑏

𝑎 − ∫
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.
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𝑎 − ∫
𝑏

𝑎
𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Démonstration. On sait que (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′, d’où 𝑢𝑣′ = (𝑢𝑣)′ − 𝑢′𝑣.
Ainsi

∫
𝑏

𝑎
𝑢𝑣′ = ∫

𝑏

𝑎
((𝑢𝑣)′ − 𝑢′𝑣) = ∫

𝑏

𝑎
(𝑢𝑣)′ − ∫

𝑏

𝑎
𝑢′𝑣 = [𝑢𝑣]𝑏

𝑎 − ∫
𝑏

𝑎
𝑢′𝑣.

■
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Intégration par parties – 2

Exemple

On souhaite calculer ∫
2

1
𝑥 ln(𝑥)𝑑𝑥 à l’aide d’une IPP.

Posons 𝑢(𝑥) = ln(𝑥) et 𝑣′(𝑥) = 𝑥. Alors 𝑢′(𝑥) = 1
𝑥 et 𝑣(𝑥) = 𝑥2

2 convient. Ainsi

∫
2

1
𝑥 ln(𝑥)𝑑𝑥 = [

𝑥2

2 ln(𝑥)]
2

1
− ∫

2

1

𝑥
2 𝑑𝑥 = 2 ln(2) − 0 − [

𝑥2

4 ]
2

1
= 2 ln(2) − 1 + 1

4 = 2 ln(2) − 3
4 .
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