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Propriété vraie sur un voisinage — 1

Définition
Soient D C R et a € R. On dit que a est adhérent a D si
Ve>0,[la—g,a+elNnD # Q.
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Propriété vraie sur un voisinage — 1

Définition
Soient D C R et a € R. On dit que a est adhérent a D si
Ve>0,[la—g,a+elnD # Q.

Si a € D alors a est adhérent a D puisque
Ve>0,a€la—¢e,a+e]lnD.
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Propriété vraie sur un voisinage — 1

Définition
Soient D C R et a € R. On dit que a est adhérent a D si
Ve>0,la—¢e,a+elnD #@.

Exemple

Si a € D alors a est adhérent a D puisque
Ve>0,a€la—¢e,a+e]lnD. )

Exemple

0 est adhérent a 10, 11.
En effet, soit € > 0. Posons x := min(e, 1/2), alors x € [—¢, £]n]0, 1[.

On a bien montré que Ve > 0, [—¢, €]N]0, 1[# . )

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Régle de L'Hopital — 12 décembre 2022 2/14



Propriété vraie sur un voisinage — 2
Eemple |

Considérons D := {i i neN\ {0} }

0 1
® (0 estadhérenta D : |
Soit £ > 0. Puisque 1ir+n - =0,ilexiste n € N\ {0} tel que * < &.
n—+o0 N n
Donc i € [-&,€]n D.

* 2 n'estpas adhérenta D :

_1 2_ 12 11 _ju 17
Posons:—:._7>0alors[3 7,3+7] [21,21].
AIors%<%<£<1etdonc[§—§,§+%]nD=®.
f
0 2 1
3
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Propriété vraie sur un voisinage — 3

Définition
Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a € R un point adhérent a D.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a s'il existe € > 0 tel que f vérifie cette

propriété sur DN [a—e¢,a+ ).
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Propriété vraie sur un voisinage — 3

Définition

Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a € R un point adhérent a D.

On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a s'il existe € > 0 tel que f vérifie cette
propriété sur DN [a—e¢,a+ €.

La fonction cos est strictement positive au voisinage de 0 car Vx € [—%, %] , cos(x) > 0.
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Propriété vraie sur un voisinage — 3

Définition

Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a € R un point adhérent a D.

On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a s'il existe € > 0 tel que f vérifie cette
propriété sur DN [a—e¢,a+ €.

La fonction cos est strictement positive au voisinage de 0 car Vx € [—%, ﬂ , cos(x) > 0.

Soit f : R — R une fonction et a € R.
Alors ”f ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a” signifie que

de>0,Vx €la—¢e,a+¢€]\ {a}, f(x)#0.
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Propriété vraie sur un voisinage — 3

Définition

Soient f : D — R une fonction définie sur D C R et a € R un point adhérent a D.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de a s'il existe € > 0 tel que f vérifie cette
propriété sur DN [a—e¢,a+ €.

La fonction cos est strictement positive au voisinage de 0 car Vx € [—%, ﬂ , cos(x) > 0.

Soit f : R — R une fonction et a € R.
Alors ”f ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a” signifie que

de>0,Vx €la—¢e,a+¢€]\ {a}, f(x)#0.

Par exemple, la fonction sin ne s’annule pas au voisinage de 0 privé de 0.
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Propriété vraie sur un voisinage — 4

Définition

Une partie D C R est un voisinage de +oo (resp. —oo) si elle est non-majorée (resp. non-minorée).
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Propriété vraie sur un voisinage — 4

Définition
Une partie D C R est un voisinage de +oo (resp. —oo) si elle est non-majorée (resp. non-minorée).

Définition
Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D Cc R non-majorée.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de +o s'’il existe M € R tel que f vérifie cette

propriété sur DN [M, +oo].

v
Définition
Soit f : D —» R une fonction définie sur une partie D c R non-minorée.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de — s'il existe m € R tel que f vérifie cette

propriété sur Dn] — oo, m].
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Propriété vraie sur un voisinage — 4

Définition
Une partie D C R est un voisinage de +oo (resp. —oo) si elle est non-majorée (resp. non-minorée).

Définition
Soit f : D — R une fonction définie sur une partie D Cc R non-majorée.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de +o s'’il existe M € R tel que f vérifie cette

propriété sur DN [M, +oo].

v
Définition
Soit f : D —» R une fonction définie sur une partie D c R non-minorée.
On dit que f vérifie une propriété au voisinage de — s'il existe m € R tel que f vérifie cette

propriété sur Dn] — oo, m].

La fonction In est positive au voisinage de +oo car Vx € [1, +oo[, In(x) > 0.
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Regle de LHopital — 1

Théoreme de Rolle (rappel)

Soit f : [a,b] —» R ol a < b. Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
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Regle de LHopital — 1

Théoreme de Rolle (rappel)

Soit f : [a,b] —» R ol a < b. Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Corollaire : théoreme des accroissements finis généralisé

Soient f,g : [a,b] > RoUa < b.
Si f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

I (©)(g®) - g(a) = g'()(f(b) — f(a)).
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Regle de LHopital — 1

Théoreme de Rolle (rappel)

Soit f : [a,b] —» R ol a < b. Si f est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Corollaire : théoréme des accroissements finis généralisé

Soient f,g : [a,b] > RoUa < b.
Si f et g sont continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

I (©)(g®) - g(a) = g'()(f(b) — f(a)). )

Démonstration.

On définit ¢ : [a,b] — R par ¢(x) = (f(x) — f(a))(g(b) — g(a)) — (g(x) — g(a))(f(b) — f(a)).
Alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie ¢(a) = p(b) = 0.

Donc, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) =0, i.e.

I (e)(g®) — g(@) — g’ ()(f(b) — f(a)) = 0.
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Regle de LHobpital — 2

Lemme

Soient g : I — R une fonction définie sur un intervalle et a € T (possiblement +co).
On suppose que g est dérivable au voisinage de a sauf peut-étre en a.
Si g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas au voisinage de a sauf
peut-étre en a.
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Regle de LHobpital — 2

Lemme

Soient g : I — R une fonction définie sur un intervalle et a € T (possiblement +co).
On suppose que g est dérivable au voisinage de a sauf peut-étre en a.
Si g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas au voisinage de a sauf
peut-étre en a.

Démonstration. Montrons la contraposée lorsque a € R (il faut adapter les ensembles si a = +).
On suppose que
Ve>0,3cela—c,a+eln(I\ {a}), glc)=0

et on veut montrer que
Ve >0, 3¢ € [a—&,a+ €] nDer,, g'(c) = 0.
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Regle de LHobpital — 2

Lemme

Soient g : I — R une fonction définie sur un intervalle et a € T (possiblement +co).
On suppose que g est dérivable au voisinage de a sauf peut-étre en a.
Si g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas au voisinage de a sauf
peut-étre en a.

Démonstration. Montrons la contraposée lorsque a € R (il faut adapter les ensembles si a = +).
On suppose que
Ve>0,3cela—c,a+eln(I\ {a}), glc)=0
et on veut montrer que
Ve >0, 3¢ € [a—&,a+ €] nDer,, g'(c) = 0.

Soit £ > 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que [a — &,a+ el N (I \ {a}) C Der,.

Par hypothese', il existe ¢, ¢, € I vérifianta < ¢, <c, <a+eoua—e<c, < ¢, <atelsque g(c,) = g(c,) = 0.
Alors, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]c,, ¢,[ tel que g’(c) = 0. [ |
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Regle de LHobpital — 2

Lemme

Soient g : I — R une fonction définie sur un intervalle et a € T (possiblement +co).
On suppose que g est dérivable au voisinage de a sauf peut-étre en a.
Si g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a alors g ne s’annule pas au voisinage de a sauf
peut-étre en a.

Démonstration. Montrons la contraposée lorsque a € R (il faut adapter les ensembles si a = +).
On suppose que
Ve>0,3cela—c,a+eln(I\ {a}), glc)=0
et on veut montrer que
Ve >0, 3¢ € [a—&,a+ €] nDer,, g'(c) = 0.

Soit £ > 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que [a — &,a+ el N (I \ {a}) C Der,.

Par hypothese', il existe ¢, ¢, € I vérifianta < ¢, <c, <a+eoua—e<c, < ¢, <atelsque g(c,) = g(c,) = 0.
Alors, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]c,, ¢,[ tel que g’(c) = 0. [ |

"Quitte & appliquer 'hypothése trois fois, d’aprés le principe des tiroirs on peut supposer que ¢; et ¢, sont soit tous les
deux plus grands que a soit tous les deux plus petits que a.
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Regle de LHbpital — 3

Théoreme : reégle de LHépital

Soient f,g : I — R deux fonctions définies sur un intervalle.
Soient a € I (possiblement +co ou —c0) et £ € R U {+0}.
Si
© 1 et g sont dérivables au voisinage de a sauf peut-étre en a,
® g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a,

©® lim f(x) =lim g(x) = 0 ou lim |g(x)| = +o0,

olim’/ ¥ -2
x—a g’(x)
alors
tim £% = ¢
x—a g(x)
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Regle de LHbpital — 3

Théoreme : reégle de LHépital

Soient f,g : I — R deux fonctions définies sur un intervalle.
Soient a € I (possiblement +co ou —c0) et £ € R U {+0}.
Si
© 1 et g sont dérivables au voisinage de a sauf peut-étre en a,
® g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a,

©® lim f(x) =lim g(x) = 0 ou lim |g(x)| = +o0,

olim’/ ¥ -2
x—a g’(x)
alors
tim £% = ¢
x—a g(x)

e D’apres le lemme précédent, g est bien définie au voisinage de a privé de a.
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Regle de LHbpital — 3

Théoreme : reégle de LHépital

Soient f,g : I — R deux fonctions définies sur un intervalle.
Soient a € I (possiblement +co ou —c0) et £ € R U {+0}.
Si
© 1 et g sont dérivables au voisinage de a sauf peut-étre en a,
® g’ ne s’annule pas au voisinage de a sauf peut-étre en a,

©® lim f(x) =lim g(x) = 0 ou lim |g(x)| = +o0,

olim’/ ¥ -2
x—a g’(x)
alors
tim £% = ¢
x—a g(x)

e D’apres le lemme précédent, g est bien définie au voisinage de a privé de a.
¢ |Le théoreme est valable pour une limite en un point, une limite a droite ou a gauche en un
point (il suffit de restreindre f), une limite en +o0 ou une limite en —co.
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Regle de LHbpital — 4

Démonstration de la regle de L'Hépital lorsque lim f(x) = lim g(x) =
X—a X—a

Quitte a réaliser un changement de variable et a prolonger f et g, on peut supposer que a € T et
f(a) =g(a) =

Il existe € > 0 tel que f et g sont dérivables sur Ja — ,a + ¢[\{a} et
Vx €la—e,a+ e[\{a}, g(x) #0 et g'(x) # 0.

Soit x €la — &,a + [\{a}.
D’apres le théoreme des accroissements finis généralisé, il existe ¢ €]a, x[ Si a < x ou ¢ €]x, a si
a > x tel que

S(x) _ f(x) = f(a) _ f'(©)

gx)  glx)—gl@ g'©)’

Donc lim —= S =lim /() =
x—a g(x)  c—a g'(c)
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Regle de LHépital — 5

Démonstration de la régle de L'Hépital lorsque lim |g(x)| = +oo.
X—a
TODO [ |
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Regle de LHbpital — 6

Contre-exemple si I'hypothése 3 n’est pas vérifiée

Considérons f,g : R —» R définies par f(x) =x+ 1 et g(x) =2x + 1.
Alors f et g vérifient toutes les hypotheses du théoreme de L'Hépital pour la limite en 1 sauf la

troisieme.
f&x) 2

fx) 1 %
Ona }clil’ll T 2 anrs que hm 200 3
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Regle de LHbpital — 7

Contre-exemple si I'hypothése 4 n’est pas vérifiée

Considérons f,g : R — R définies par f(x) = x + sin(x) et g(x) = x.
Alors f et g vérifient toutes les hypotheses du théoreme de L'Hépital pour la limite en +co sauf la
quatrieme.

() _ Lm 1 + cos(x)

En effet lim n’existe pas.
x—>+00 g/(x) x—+o
Néanmoins lim S =1.
x—+00 g(x)
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Regle de LHbpital — 7

Contre-exemple si I'hypothése 4 n'est pas vérifiée

Considérons f,g : R — R définies par f(x) = x + sin(x) et g(x) = x.
Alors f et g vérifient toutes les hypotheses du théoreme de L'Hépital pour la limite en +co sauf la
quatrieme.

I
1 .
En effet lim G = lim 1+ cos(x) n’existe pas.
x—+00 g/(x) x—+o 1
Néanmoins lim S =1.
x—+00 g(x)

Lexemple précédent montre que :

!/

© Silim f—, n’existe pas, on ne peut pas en déduire que lim ! n’existe pas.
g g

!

® Silim ! = ¢, on ne peut pas en déduire que lim f—/ =7.
g g
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Exemples — 1

© Calculer hm (encore /)
@ Calculer limlr % (avec et sans L'Hbpital!)
©® Calculer }Ci_rg x In(x)
x>0
. 1
lculer lim —— — ——
@ Calcule 1mx_ I~ e
© Calculer lim &= !
x>0 x2 + x
O Calculer lim 1= cosx)
x—=0 _x2
© Calculer lim 2sin(x) —_ SIn(2x)
x—0 x — sin(x)
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Exemples — 2

2
. X
©® Calculer lim —

x—=+400 eX
©® Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle.
Montrer que si f est de classe C? au voisinage de a alors

wo s J@a+h)+ fla=—h)—2f(a)
[ = }11_1}(1) 2
X —X
® Calculer lim & t¢
x—=400 eX¥ — =X
x1/2 + x—1/2

® Calculer XE?w T
N . P(x 1

& Trouver un polyndme P tel que hm# =-
x=leX—e-x e

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Régle de L'Hopital — 12 décembre 2022 14/14



