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Définition
Définition I
Soit f : I - R une fonction définie sur un intervalle non-vide et non-réduit a un point?. Soit a € I.

On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe et est finie :

f'(a) =1lim M'

x—a X—a

4Pour que la notion de dérivabilité ait du sens, il suffit de supposer que a soit un point non-isolé du domaine. Mais, en
pratique, nous ne travaillerons qu’avec des fonctions définies sur un intervalle (ou une réunion d’intervalles).
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On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe et est finie :
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x—a X—a

4Pour que la notion de dérivabilité ait du sens, il suffit de supposer que a soit un point non-isolé du domaine. Mais, en
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La fonction définie par x — % sur un voisinage épointée de a est le taux d’accroissement de f en a.
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Définition
Définition

Soit f : I - R une fonction définie sur un intervalle non-vide et non-réduit a un point?. Soit a € I.
On dit que f est dérivable en a si la limite suivante existe et est finie :

f'(a) =1lim M'

x—a X—a

4Pour que la notion de dérivabilité ait du sens, il suffit de supposer que a soit un point non-isolé du domaine. Mais, en
pratique, nous ne travaillerons qu’avec des fonctions définies sur un intervalle (ou une réunion d’intervalles).

y

La fonction définie par x — % sur un voisinage épointée de a est le taux d’accroissement de f en a.

En posant le changement de variable x = a+ h :

lhirr& w existe et est finie si et seulement si lim

Dans ce cas, f'(a) := lim f&) - f@ _jm f@tM-f@)

x—a X—a h—=0 h

T = 1@ iste et est finie.
X—a
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Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y =

b _
w(x—aHf(a)-

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

f(a)

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).
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Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = M(x —a)+ f(a).

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

FOY -\

f@f---------3

S 3

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = M(x —a)+ f(a).

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

G e >

f@f-------- 2>

1
1
1

a
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\

)~ f(@)
DEETRN

PO S

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = M(x —a)+ f(a).

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = —a)+ f(a).

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

)~ f(@)
DEETRN

f@f-------

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = —a)+ f(a).

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

)~ f(@)
DEETRN

f@f--------=

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y =

b _
w(x—aHf(a)-

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

f(a)

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y =

b _
w(x—aHf(a)-

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

f(a)

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y =

b _
w(x—aHf(a)-

Donc f est dérivable en a si et seulement si les sécantes passant par (a, f_(a)) et (x, f(x)) tendent vers une
droite non-verticale T, lorsque x tend vers a.

\

U

f(a)

1
1
1

a

On appelle alors cette droite la tangente de f en a.
Si elle existe, elle passe par (a, f(a)) et est de pente f’(a) : elle admet pour équation y = f’(a)(x — a) + f(a).

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Interprétation géométrique — 1

La sécante passant par (a, f(a)) et (b, f (b)) admet pour équation y = M(x —a)+ f(a).
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b —--d - ==

1
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1

a
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Interprétation géométrique — 2

Géométriquement, f n'est pas dérivable en a :
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Interprétation géométrique — 2

Géométriquement, f n'est pas dérivable en a :

* sjles sécantes ne tendent pas vers une droite (par exemple, si elles tendent vers deux droites
différentes a droite et a gauche : i.e. il y a un pic sur le graphe de f en a);
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Interprétation géométrique — 2

Géométriquement, f n'est pas dérivable en a :
® siles sécantes ne tendent pas vers une droite (par

exemple, si elles tendent vers deux droites

différentes a droite et a gauche : i.e. il y a un pic sur le graphe de f en a);

® ou si les sécantes tendent vers une droite verticale

(i.e. une tangente de pente infinie).

i

R
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Dérivabilité et continuité

Proposition
Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
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Dérivabilité et continuité

Proposition
Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Démonstration.
Supposons que f soit dérivable en a. Alors

)f(X)—f(a)
x—a

f@)=fl@+(x—-a — f@+0- f'(@) = f(a).

Donc f est continue en a. [ ]
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Dérivabilité et continuité

Proposition
Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Démonstration.
Supposons que f soit dérivable en a. Alors

)f(x)—f(a)
x—a

f@)=fl@+(x—-a ;l*f(a)+0-f'(a)=f(a)~

Donc f est continue en a. [ |

La réciproque du résultat précédent est fausse.
Prenons par exemple f : R — R définie par f(x) = |x| alors f est continue en 0 mais f n’est pas
dérivable en 0.

En effet, lim X jim 1= -1 et lim m = lim 1 = 1. Donc f n’est pas dérivable en 0.

x—=0 X x—0 x—=0 X x—0
x<0 x<0 x>0 x>0
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.

@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

@ La fonction racine carrée f(x) = \/;_c est dérivable sur R, , de dérivée f'(x) = ZL mais n’est pas

dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.
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NG
dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration :
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.
@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.
©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

O La fonction racine carrée f(x) = /x est dérivable sur R, de dérivée f'(x) = —- mais n'est pas

NG
dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration :
1. Soit a € R, alors

tim L4 =@ i €= im0 =0
h=0 h =0 h h—0
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.
@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.
©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

O La fonction racine carrée f(x) = /x est dérivable sur R, de dérivée f'(x) = —- mais n'est pas

NG
dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration :
2. Soit a € R, alors

limf(a+h)—f(a) im At -
h—0 h h—0 h h—0
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.

@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

@ La fonction racine carrée f(x) = \/;_c est dérivable sur R, , de dérivée f'(x) = 2L mais n’est pas

dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration : ] o ) )
3.Soita € R, sin=0o0un =1, c'est exactement les points précédents sinon si n > 2 alors
n-2

Z <Z>akh"_‘c -a" Z <Z>akh"_k +nd"'h+a"—a"
- — = =
linlf(a+h) f(a)zlinl(a+h) a =limk0 imko

=) h h—0 h h—=0 h h—0 h

n=2
: n k- - -
=lim d " 4 na"! = pa!
h=0 &= k
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.

@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

@ La fonction racine carrée f(x) = \/;_c est dérivable sur R, , de dérivée f'(x) = 2L mais n’est pas

dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration :
4. Soit a > 0, alors
- r@ _vi-va_ (V¥ va) (VE+a) <~ i

- - .,
x—a x—a (x—a)(\/;+\/2> (x—a)(\/;+\/;) \/;+\/E x—a 2\/3
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.

@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

©® La fonction monéme f(x) = x", ol n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""..

@ La fonction racine carrée f(x) = 1/x est dérivable sur R_, de dérivée f’(x) = —— mais n'est pas
>0

2¢/x
dérivable en 0.

@ La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —Xiz.

4
Démonstration :
4. Soit a > 0, alors
f(x)—f(a)zx/'—\/ﬁz(\/_“ﬁ)(\/;“/a) x—a 1

1
= = _
x—a x—a (-a(Vitya)  GmaWxEVa  ViEya o 2y
Remarquons que la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 puisque :

i L0010 _ VE

x=0t X —

lim — = lim =400

=0t X =0t | [y
Vx N

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.
@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.
©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

O La fonction racine carrée f(x) = /x est dérivable sur R, de dérivée f'(x) = —- mais n'est pas

NG
dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.

Démonstration :
5. Soita € R\ {0}, alors

1 1 a—(at+h)
limf(a+h)—f(a)=hma+h @ fim et oL 1
=0 h =0  h h=0  h -0 a(a+ h) a?
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Quelques dérivées usuelles

© La fonction constante f(x) = ¢ est dérivable sur R de dérivée f’(x) = 0.

@ La fonction identité f(x) = x est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1.

©® La fonction mondme f(x) = x", oll n € N, est dérivable sur R de dérivée f’(x) = nx""".

@ La fonction racine carrée f(x) = \/;_c est dérivable sur R, , de dérivée f'(x) = ZL mais n’est pas

dérivable en 0.

© La fonction inverse f(x) = i est dérivable sur R \ {0} de dérivée f'(x) = —xiz.
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

! ’
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

. ;. / ! _ !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = W
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© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

! ’
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

/ !
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

. ;. / ! _ !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = W

Démonstration :
1.et2.

i A0 +860) = Af @ +8@) _ < L0 - 1@ | g - g(a)

X—a X—a

> =Af'(a)+g'(a).

x—a X —a x—a
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

/ !
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

/ ! !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = L@@~/ @e @

(g(a))?
Démonstration :
3.
lim Fg(x) — f(@g@ _ lim f(x)gx) = f(a)g(x) + f(a)g(x) — f(a)g(a)
x—a X—a x—=a X—=a
— lim (f(x) - f(a) 409 + f(@) g(x) — g(a) )
x—a X—a X—=a

= f'(@)g(@) + f(a)g’ (a).
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

/ !
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

. ;. / ! _ !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = W

Démonstration :
4,

1 1
o s __g@-gk) _ 1 g®-g@ @
x—a (x — a)g(a)g(x) g(x)g(a) x—a xa glap
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

/ !
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

. ;. / ! _ !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = W

Démonstration :
S (x)

5. il suffit de remarquer —— = f(x) - L et d'utiliser 3 et 4. [ |
g(x) g(x)
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Dérivées et opérations usuelles

Soient f,g : I — R dérivables ena € I, alors :
© f +gestdérivable enaet (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a),
© Af estdérivable en a et (Af) (a) = Af'(a) oU A € R,
© fgestdérivable enaet (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),

! ’
© sig(a) # 0 alors - est dérivable en a et (ﬁ) (@)= =555

. ;. / ! _ !
O siga) £ 0 alors f est dérivable en a et (i) (a) = W
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Dérivées et composition

Théoréme

Soient f : I - Retg : J - R deux fonctions telles que I,J Cc R et Im(f) C J.
Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a) alors g - f est dérivable en a et (go f)'(a) = g’ (f(a)) f' (a).
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Dérivées et composition

Théoréme

Soient f : I - Retg : J - R deux fonctions telles que I,J Cc R et Im(f) C J.
Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a) alors g - f est dérivable en a et (go f)'(a) = g’ (f(a)) f' (a).

Démonstration.

Lo /@ _ fa)  sih#0

Posons ¢,(h) = { alors lhin%e,(h) =0et f(a+h) = f(a)+hf'(a)+ he,(h).

0 sinon
(f (@+h)—g(f(a) T
Posons &,(h) = { T TEU@ S h R0 o lim ey = 0 et g(7(@) + k) = 807 (@) + g (@) + hey(h.
Ainsi
(@ Pa+h) =g(f(a+h) = g(f@+hf'@+he, (h)
= 8 (@) + (hf' @+ he,(W)g' (@) + (hf (@ + he, (Wes(hf' @ + he, ().
Dol

(g f)a+h) —(g°f)a)
h

=(f"(@+e,()g' (f(@) + (f' (@) + &, (W)ey(hf' (@) + he, ().

En passant a la limite, on obtient
lim (gof)la+h) —(g°f)a)

h=0 h

= f'(@)g' (f(a)).
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Théoréme de Rolle

Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b], dérivable sur la, b[ et si f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.
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Théoréme de Rolle

Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b], dérivable sur la, b[ et si f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Le théoreme de Rolle énonce que si une fonction dérivable sur un intervalle prend la méme
valeur en deux points distincts alors il existe au moins un point ou sa tangente est horizontale.

y

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Dérivabilité — 18 octobre 2022



Théoréme de Rolle

Théoreme de Rolle

Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b], dérivable sur la, b[ et si f(a) = f(b)
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration.
D’aprés le théoreme de Weierstrass, f est bornée et atteint ses bornes. Notons m (resp. M) le plus petit (resp. grand) élément de f([a, b]).
® Sim= M alors f est constante et f’ =0.
® Sim < M alors on ne peut pas avoir f(a) =met f(a)= M.
Supposons que f(a) = f(b) # M.
Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = M puisque M est atteint par f.
Soit h tel que ¢ + h € [a,b] alors f(c +h) < M = f(c),i.e. f(c+h)— f(c) 0.

Ainsi fle+h) = f(©)
’ 1 < - c ’ 1
f(c)_??TZO et f(c)—,}lgz)l

[ex-1©)
-1 <o,

Donc f’(c) = 0. |
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Théoréeme des accroissements finis — 1

Théoreme des accroissements finis
Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, 5[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) =

f(b) - f(a)
b—a
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Théoréeme des accroissements finis — 1

Théoreme des accroissements finis
Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, 5[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) =

f(b) - f(a)
b—a

Interprétation physique.
Le théoréme des accroissements finis énonce qu'il existe un moment ou la vitesse instantanée coincide
avec la vitesse moyenne.
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Théoréeme des accroissements finis — 1

Théoreme des accroissements finis
Soit f : [a,b] > RolU a < b.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, 5[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) =

f(b) - f(a)
b—a

Interprétation géométrique.
Le théoréme des accroissements finis énonce qu'il existe un point ¢ €]a, b tel que la tangente en ¢ est
paralléle a la sécante entre (a, f(a)) et (b, f(b)).
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Théoréeme des accroissements finis — 1

Théoréme des accroissements finis

Soit f : [a,b] > RolU a < b.

. . L b) —
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, 5[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = M
—da
Démonstration.
Définissons ¢ : [a,b] — R par
b) —
o) = 10 - LD,

—a
alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = p(b).
Donc, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) =0, i.e.

7 - f(b) = f(a) -0
b—a
|
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Théoréeme des accroissements finis — 1

Théoréme des accroissements finis
Soit f : [a,b] > RolU a < b.

. . . L b) —
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, 5[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = M
—da
Démonstration.
Définissons ¢ : [a,b] — R par
b
o) = 10 - LD,
alors ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et ¢(a) = p(b).
Donc, d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) =0, i.e.
7 - f(b) f(a) -0
—a
|

Remarque. Le théoreme de Rolle est un cas particulier du TAF ol a = b et nous avons utilisé le théoreme
de Rolle pour démontrer le TAF : ces deux résultats sont donc équivalents.
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Démonstration.
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Démonstration.
1. Si f est constante alors on a déja montré que Vx € I, f'(x) = 0.
Réciproquement, soient a, b € I tels que a < b. Alors, d’apres le TAF, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f’(c) = 0 donc f(b) = f(a).
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Démonstration.

1. Si f est constante alors on a déja montré que Vx € I, f'(x) = 0.

Réciproquement, soient a, b € I tels que a < b. Alors, d’apres le TAF, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f’(c) = 0 donc f(b) = f(a).

2. Supposons que f soit croissante. Sia € I alors f'(a) = lim o w > 0.
h>0

Réciproquement, supposons que f’ > 0.
Soient a,b € I tels que a < b. Alors, d'aprés le TAF, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) > 0. Donc f(b) > f(a).
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Démonstration.
1. Si f est constante alors on a déja montré que Vx € I, f'(x) = 0.
Réciproquement, soient a, b € I tels que a < b. Alors, d’aprés le TAF, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b)— f(a) = (b—a)f’(c) = 0 donc f(b) = f(a).
2. Supposons que f soit croissante. Sia € I alors f'(a) = lim s w >0.
h>0
Réciproquement, supposons que f’ > 0.
Soient a,b € I tels que a < b. Alors, d'aprés le TAF, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c) > 0. Donc f(b) > f(a).

Les autres points se démontrent de la méme fagon. ]
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Remarque. La réciproque des points 3 et 5 est fausse.
En effet, si on définit f : R — R par f(x) = x> alors f est strictement croissante sur R mais f'(0) = 0.
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Théoreme des accroissements finis — 2

Théoréeme

Soit / : I — R une fonction continue sur un intervalle I et dérivable sur I, alors
O vxel, f'(x) =0« f estconstante sur I
O vVvxel, f'(x) >0« f estcroissante sur [
© vxel, f'(x) >0= f est strictement croissante sur I
O vxel, f'(x) <0< f estdécroissante sur I
O Vxel, f'(x) <0= f eststrictement décroissante sur I

Remarque. La réciproque des points 3 et 5 est fausse.
En effet, si on définit f : R — R par f(x) = x* alors f est strictement croissante sur R mais f'(0) = 0.

Remarque. Lhypothése que le domaine est un intervalle est primordiale, comme on peut le constater avec
. o _f -1 six<0

f.R\{O}—>Rdef|n|eparf(x)_{ 1 six>0

En effet, f/ = 0 sur ] — o0, 0[U]0, +co[ mais f n'est pas constante.
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Théoreme de la bijection

Théoréme

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. On définit £ : I — f(I) par f(x) = f(x).
Si f est continue et strictement monotone alors :

© 7)) estunintervalle,

© f est bijective,

© /! est strictement monotone de méme monotonie que f,

O /! est continue sur f(I),

© Si f estdérivable ena e I et f'(a) # 0 alors 7! est dérivable en f(a) et

(/N (fay =

1
f'(a)
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Arc cosinus — 1

La fonction cos : [0, 7] — R est continue et strictement décroissante. Son image est [-1, 1] (pourquoi ?).
Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection, cos : [0, 7] — [—1, 1] admet une réciproque que 'on note

arccos : [-1,1] = [0, 7]

et qui est continue et strictement décroissante.
Cette fonction est caractérisée par

V(x,y) € [-1,1] X [0, ], y = arccos(x) <& x = cos(y).

De plus, cos est dérivable sur [0, ] et sa dérivée cos’ = — sin ne s’annule pas sur 0, z[, donc arccos est
dérivable sur]—1,1[ et

1 1 1
cos/(arccos(x))  —sin(arccos(x)) . T

arccos’(x) = arccos’ (cos(arccos(x))) =

Pour la derniére égalité, on a utilisé que cos?(arccos(x)) + sin’(arccos(x)) = 1 d’'ol
sin?(arccos(x)) = 1 — cos*(arccos(x)) = 1 — x?

et donc sin(arccos(x)) = /1 — x? puisque sin est positif sur [0, x].
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Arc cosinus — 2

CPoposiion

La fonction arccos : [—1, 1] — [0, =] vérifie les propriétés suivantes :

Q Vx € [-1,1], Yy € [0, ], y = arccos(x) & x = cos(y),
@ arccos est continue,

@ arccos est strictement décroissante,
1

\/1—x2-

y = arccos(x)

@ arccos est dérivable sur | — 1, 1[ de dérivée arccos’ (x) = —

X -1 1
Ly=x
’ 1
arccos’ (x) - X
/4 1 e - 1 h g
arccos(x) \ -
0 - T::os( x)
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Arc cosinus — 3

Par définition de arccos, on a bien que
Vx € [-1, 1], cos(arccos(x)) = x.

Mais on prendra garde a ne pas écrire trop vite que arccos(cos(x)) = x : c’est vrai pour x € [0, x] mais pas
pour x € R quelconque.

La fonction g : R — R définie par g(x) = arccos(cos(x)) est continue, 2x-périodique, paire et

arccos(cos(x)) = x pour x € [0, «].
Son graphe est donc :

y = arccos(cos(x))

-2 - n 2
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Arc tangente

De méme, on définit arctan : R — ]—g 5 [ comme la réciproque de tan : ]—g %[ - R.

R

La fonction arctan : R — ]—% % [ vérifie les propriétés suivantes :

O vieR vye ]—g,g[, y = arctan(x) & x = tan(y),

9 arctan est continue, strictement croissante et impaire,

s o 1
@ arctan est dérivable sur R de dérivée arctan’ (x) = Tia
X
Yy = tan(x)
yex
X —0o0 o0 ‘ .
3 ” y=arctan(x)
arctan’(x) +
5 :
z .
2 x
arctan(x) X / :
-2 /

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Dérivabi 18 octobre 2022



