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Définition – 1

Définition
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ une fonction définie sur 𝐷 ⊂ ℝ et 𝑎 ∈ 𝐷.
On dit que 𝑓 est continue en 𝑎 si lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

Formellement, cela s’écrit :

∀𝜀 > 0, ∃𝜂 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷, (|𝑥 − 𝑎| ≤ 𝜂 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| ≤ 𝜀)
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Définition – 2
La fonction 𝑓 ∶ ℝ → ℝ ci-dessous n’est pas continue en 𝑎 :

𝑥

𝑦

𝑎

𝑓(𝑎)

𝑦 = 𝑓(𝑥)

1

Posons 𝜀 ≔ 1
2 .

Soit 𝜂 > 0.
Il existe 𝑥 ∈ ℝ tel que
|𝑥 − 𝑎| ≤ 𝜂 et |𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑎)| > 𝜀.

La négation de ”𝑓 est continue en 𝑎” est : ∃𝜀 > 0, ∀𝜂 > 0, ∃𝑥 ∈ ℝ, |𝑥 − 𝑎| ≤ 𝜂 et |𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑎)| > 𝜀.
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Premières propriétés

Les propriétés suivantes découlent de celles sur les limites.

Proposition
Soient 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ et 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ deux fonctions définies sur 𝐷 ⊂ ℝ. Soit 𝑎 ∈ 𝐷.

• Si 𝑓 et 𝑔 sont continues en 𝑎 alors 𝑓 + 𝑔 est continue en 𝑎.
• Si 𝑓 et 𝑔 sont continues en 𝑎 alors 𝑓𝑔 est continue en 𝑎.
• Si 𝑓 et 𝑔 sont continues en 𝑎 et si 𝑔(𝑎) ≠ 0 alors 𝑓

𝑔 est continue en 𝑎.

Proposition
Soient 𝑔 ∶ 𝐷 → ℝ et 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ, où 𝐸, 𝐷 ⊂ ℝ et Im(𝑓 ) ⊂ 𝐷.
Si 𝑓 est continue en 𝑎 et si 𝑔 est continue en 𝑓(𝑎) alors 𝑔 ∘ 𝑓 est continue en 𝑎.
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Continuité sur un intervalle : le théorème des valeurs intermédiaires
Théorème des valeurs intermédiaires
Soient 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ une fonction continue sur un intervalle et 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 tels que 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑏). Alors

∀𝑦 ∈ [𝑓(𝑎), 𝑓 (𝑏)], ∃𝑐 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑐) = 𝑦.

𝑥

𝑦

𝑎
𝑓(𝑎)

𝑏

𝑓(𝑏)

𝑦

𝑐1 𝑐2 𝑐3

Corollaire
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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Continuité sur un intervalle : le théorème des valeurs intermédiaires

Exercice
Montrer que 𝑥4 − 2𝑥 = 100, d’inconnue 𝑥 ∈ ℝ, admet au moins deux solutions.

Exercice
Soit 𝑓 ∶ ℝ → ℝ une fonction continue.
Montrer que si ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥)2 = 1 alors 𝑓 = 1 ou 𝑓 = −1.
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Continuité sur un segment : le théorème de Weierstrass

Théorème de Weierstrass
Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue sur un segment. Alors il existe 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏] tels que

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓 (𝑐) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑑).

Remarques

• Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
• Combiné avec le TVI : l’image d’un segment par une fonction continue est un segment.
• Attention : cela ne signifie pas que 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑎), 𝑓 (𝑏)] ou 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝑓(𝑏), 𝑓 (𝑎)].

Par exemple, sin([0, 𝜋]) = [0, 1] mais [sin(0), sin(𝜋)] = {0}.
• Si 𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] alors il existe 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ tels que 𝛼 ≤ 𝛽 et 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝛼, 𝛽].
• Attention : il ne suffit pas que l’intervalle soit borné ;

par exemple l’image de ]0, 2[ par 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 est ]1/2, +∞[.
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