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Définition

Soient f : D — R une fonction définie sur D c R et a € D.
On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).
X—a
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Définition
Soient f : D — R une fonction définie sur D c R et a € D.
On dit que f est continue en a si lim f(x) = f(a).

X—a

Formellement, cela s’écrit :

Ve>0,3n>0,Vxe D, (|x—a|<n = |f(x)— f(a)| L¢e)
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Définition — 2

La fonction f : R — R ci-dessous n’est pas continue en a :

y V= 1)

Sl

=
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Définition — 2

La fonction f : R — R ci-dessous n’est pas continue en a :
y

f(a)“/'
/ |
x

y=f(x)

La négation de ”f est continueena”est: 3¢ >0,Vn >0, Ix €R, |x —a| < net|f(x)— f(a)| > &.
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La fonction f : R — R ci-dessous n’est pas continue en a :

y
y=fx)
— J@+e Posons ¢ := ;.
e= >
2
\ S+
e=;
fla)—¢
1 -
t x

La négation de ”f est continueena”est: 3¢ >0,Vn >0, Ix €R, |x —a| < net|f(x)— f(a)| > &.
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La fonction f : R — R ci-dessous n’est pas continue en a :

y
y=f(x)

: f@+e Posons ¢ := %
£=2 Soit 7> 0
o fla)+ /. n .

2 fa@-e

1 -
o
| X
a=n a a+n

La négation de ”f est continueena”est: 3¢ >0,Vn >0, Ix €R, |x —a| < net|f(x)— f(a)| > &.
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La fonction f : R — R ci-dessous n’est pas continue en a :

y
y=f(x)
L O Posons ¢ := ;.
T2 fla)+ Soit n>0.
e=3 Il existe x € R tel que
e |x—al <net|f(x)— fa)|>e.
1 -
X

La négation de ”f est continueena”est: 3¢ >0,Vn >0, Ix €R, |x —a| < net|f(x)— f(a)| > &.
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Premieres propriétés

Les propriétés suivantes découlent de celles sur les limites.

Proposition

Soient f : D -> R etg : D — R deux fonctions définies sur D Cc R. Soit a € D.
e Si f et g sont continues en a alors f + g est continue en a.
e Si f et g sont continues en q alors fg est continue en a.
e Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors f est continue en a.

Proposition

Soientg : D> Retf: E— R,oUE,DcCRetIm(f)cD.
Si f est continue en a et si g est continue en f(a) alors g - f est continue en a.

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Continuité — 17 octobre 2022 4/7



Continuité sur un intervalle : le théoréeme des valeurs intermédiaires

Théoreme des valeurs intermédiaires
Soient f : T — R une fonction continue sur un intervalle et a, b € I tels que f(a) < f(b). Alors

Vyelf(a), f(b),Icel, f(c)=y.

Corollaire
Limage d’'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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Continuité sur un intervalle : le théoréeme des valeurs intermédiaires

Montrer que x* — 2x = 100, d'inconnue x € R, admet au moins deux solutions. I

Soit f : R — R une fonction continue.
Montrer que siVx € R, f(x)>=1alors f =1ou f = —1.
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Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) < f(x) < f(d).
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Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) < f(x) < f(d).

Remarques

® Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
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Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) £ f(x) L f(d).

Remarques

® Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
e Combiné avec le TVI : 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
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Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) £ f(x) L f(d).

Remarques

® Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
e Combiné avec le TVI : 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

¢ Attention : cela ne signifie pas que f([a, b]) = [f(a), f(b)] ou f([a, b)) = [f (D), f(a)].
Par exemple, sin([0, 7]) = [0, 1] mais [sin(0), sin(x)] = {0}.

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Continuité — 17 octobre 2022 717



Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) £ f(x) L f(d).

Remarques

® Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
e Combiné avec le TVI : 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

¢ Attention : cela ne signifie pas que f([a, b]) = [f(a), f(b)] ou f([a, b)) = [f (D), f(a)].
Par exemple, sin([0, 7]) = [0, 1] mais [sin(0), sin(x)] = {0}.

e Si 1 est continue sur [a, b] alors il existe a, 8 € R tels que a < B et f([a,b]) = [a, B].
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Continuité sur un segment : le théoreme de Weierstrass

Théoreme de Weierstrass
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe ¢, d € [a, b] tels que

Vx € [a,b], f(c) £ f(x) L f(d).

Remarques

® Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
e Combiné avec le TVI : 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

¢ Attention : cela ne signifie pas que f([a, b]) = [f(a), f(b)] ou f([a, b)) = [f (D), f(a)].
Par exemple, sin([0, 7]) = [0, 1] mais [sin(0), sin(x)] = {0}.

e Si f est continue sur [a, b] alors il existe a, 8 € R tels que a < B et f([a,b]) = [a, B].
e Attention : il ne suffit pas que l'intervalle soit borné;
par exemple 'image de 10, 2[ par f(x) = % est ]1/2, +ool.

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI - Continuité — 17 octobre 2022 717



