L1 DL/MI & MI-M1 — 2022/2023
Fondements d’analyse

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE
A COEFFICIENTS CONSTANTS

universite
@ angers

15 mars 2023

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI & MI-M1 — EDL2 a coefficients constants — 15 mars 2023

1/9



Définition : EDL2 a coefficients constants
Une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants est une équation
de la forme

ay” +by' +cy=d(x) (E)

olaeR\({0},b,ceRetd : I — R estune fonction continue sur un intervalle I C R.
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Définition : EDL2 a coefficients constants

Une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants est une équation
de la forme

ay” +by' +cy=d(x) (E)

olaeR\({0},b,ceRetd : I — R estune fonction continue sur un intervalle I C R.

Définition : solution d’'une EDL2 a coefficients constants

Une solution de (FE) est une fonction y : J — R deux fois dérivable sur un intervalle J c I telle
que

Vx € J, ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = d(x).
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Définition : EDL2 a coefficients constants

Une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants est une équation
de la forme

ay” +by' +cy=d(x) (E)

olaeR\({0},b,ceRetd : I — R estune fonction continue sur un intervalle I C R.

Définition : solution d’'une EDL2 a coefficients constants

Une solution de (FE) est une fonction y : J — R deux fois dérivable sur un intervalle J c I telle
que

Vx € J, ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = d(x).

e On dit que (E) est normalisée si a = 1.

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI & MI-M1 — EDL2 a coefficients constants — 15 mars 2023



Définition : EDL2 a coefficients constants

Une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants est une équation
de la forme

ay” +by' +cy=d(x) (E)

olaeR\({0},b,ceRetd : I — R estune fonction continue sur un intervalle I C R.

Définition : solution d’'une EDL2 a coefficients constants

Une solution de (FE) est une fonction y : J — R deux fois dérivable sur un intervalle J c I telle
que

Vx € J, ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = d(x).

e On dit que (E) est normalisée si a = 1.
e On dit que (E) est homogene si elle n’a pas de second membre, i.e. sid = 0.
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EDL2 homogene — 1

Théoreme : EDL2 homogéne
Soienta € R \ {0}, et b,c € R. On considére 'EDL2 homogéene suivante

ay” +by' +cy=0. (Ep)
On dénote I'ensemble des solutions de (E,) sur R par
Sp = {y : R > R deux fois dérivable : Vx € R, ay"(x) + by’ (x) + cy(x) =0},

alors :
@ 0 € S, (en particulier S, # @),
O Siy.,y,eSyetA, A eRalors Ay, + Ay, €S,
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EDL2 homogene — 1

Théoreme : EDL2 homogéne
Soienta € R \ {0}, et b,c € R. On considére 'EDL2 homogéene suivante

ay” +by' +cy=0. (Ep)
On dénote I'ensemble des solutions de (E,) sur R par
Sp = {y : R > R deux fois dérivable : Vx € R, ay"(x) + by’ (x) + cy(x) =0},

alors :
@ 0 € S, (en particulier S, # @),
O Siy.,y,eSyetA, A eRalors Ay, + Ay, €S,

La démonstration est similaire au cas des EDL1.
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EDL2 homogene — 2
Théoreme : solution générale d’'une EDL2 homogéne I

Soienta € R \ {0}, et b,c € R. On considere 'EDL2 homogene suivante

ay” + by +cy=0. (Ep)
On associe a (E,) son équation caractéristique, donnée par
ar’ + br+c¢ = 0. (x)

Notons A le discriminant de (y) et S, 'ensemble des solutions de (E,) sur R.
@ SiA > 0alors on note ry,r, les deux racines réelles distinctes de (y) et

Sp = {Ae"1* + e 1 A peR},

@ Si A =0 alors on note r l'unique racine réelle de (x) et

So={(Ax+mwe™ : LueR},

© Si A <0alors on note r + iw les deux racines complexes conjuguées de (y), ol r,w € R, et

Sp = {(Acos(wx) + psin(wx)) e™ : A,u€R}.
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EDL2 homogene — 3

Démonstration. Soient r € R et y : R — R une fonction deux fois dérivable.
On définit z : R — R par z(x) = y(x)e™™ alors z est deux fois dérivable et on a
y(x) = z(x)e"™,
¥y (x) = z' (x)e™ + rz(x)e’™ et
y'(x) = 2" (x)e’™ + 2rz' (x)e™ + rPz(x)e’™ .

Donc
ay” + by +cy =0 az"(x)+ Qar + b)z' (x) + (ar’? + br + ¢)z(x) = 0. (1)
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EDL2 homogene — 3

Démonstration. Soient r € R et y : R — R une fonction deux fois dérivable.
On définit z : R — R par z(x) = y(x)e™™ alors z est deux fois dérivable et on a
y(x) = z(x)e"™,
¥y (x) = z' (x)e™ + rz(x)e’™ et
y'(x) = 2" (x)e’™ + 2rz' (x)e™ + rPz(x)e’™ .

Donc
ay” + by +cy =0 az"(x)+ Qar + b)z' (x) + (ar’? + br + ¢)z(x) = 0. (1)

© SiA=0,posons r:= —% la racine double de (y). Alors (1) donne z”(x) = 0.
Donc z(x) = Ax+ you A, u € R.
Ainsi, la solution générale de (E;) sur R est y(x) = (Ax + p)e”™ ol A, u € R.
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EDL2 homogene — 3

Démonstration. Soient r € R et y : R — R une fonction deux fois dérivable.
On définit z : R — R par z(x) = y(x)e™™ alors z est deux fois dérivable et on a
y(x) = z(x)e"™,
¥y (x) = z' (x)e™ + rz(x)e’™ et
y'(x) = 2" (x)e’™ + 2rz' (x)e™ + rPz(x)e’™ .

Donc
ay” + by +cy =0 az"(x)+ Qar + b)z' (x) + (ar’? + br + ¢)z(x) = 0. (1)

© SiA=0,posons r:= —% la racine double de (y). Alors (1) donne z”(x) = 0.
Donc z(x) = Ax+ you A, u € R.
Ainsi, la solution générale de (E;) sur R est y(x) = (Ax + p)e”™ ol A, u € R.

® Si A >0, posons r:=r,. Alors r, # ;—j et (1) se rééerit (z')’ (x) + (Zr1 + %) z'(x) = 0.

A o)y uol A pueR.

b
Donc, d’apres le cours sur les EDL1, z/(x) = Ae_(zr‘+5)x et donc z(x) = =
rl ;

b - ~
Ainsi, la solution générale de (E,) sur R est y(x) = 2r‘ib o)y ue'* = Ae"* + fie"* ol A, fi € R.
i+
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EDL2 homogéene — 4

\/1

(3) SiA<0,posonSr==;—betw== A
a

2a
2 2
. b —-b"+4
Alors les deux racines de (y) sont r + iw eton a ar torte taac _ 2.
a

4a?
Donc (1) devient

2" +w'z=0. 2
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EDL2 homogeéne — 4

\/I

(3] SiA<0,posonSr==;—betw== _
a

2a
2 2
- . b —-b"+4
Alors les deux racines de (y) sont r + iw eton a ar torte 4+2 2 = 2.
a a

Donc (1) devient

2" +w'z=0. 2

La solution générale de (2) sur R est de la forme z(x) = A cos(wx) + g sin(wx) oU A, u € R.
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EDL2 homogeéne — 4

\/I

(3] SiA<0,posonSr==;—betw== _
a

2a

2 2

- . b —-b"+4

Alors les deux racines de (y) sont r + iw et on a ar torte +aac _ 2.
a

4a?
Donc (1) devient
2" +w'z=0. 2
On déduit du lemme suivant que la solution générale de (E,) sur R est
y(x) = €™ (Acos(wx) + psin(wx)) ol A, u € R. [ ]

La solution générale de (2) sur R est de la forme z(x) = A cos(wx) + g sin(wx) oU A, u € R.
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EDL2 homogeéne — 4

\/I

(3] SiA<0,posonSr==;—betw== _
a

2a

2 2

- . b —-b"+4

Alors les deux racines de (y) sont r + iw et on a ar torte +aac _ 2.
a

4a?
Donc (1) devient
2" +w'z=0. 2
On déduit du lemme suivant que la solution générale de (E,) sur R est
y(x) = €™ (Acos(wx) + psin(wx)) ol A, u € R. [ ]

La solution générale de (2) sur R est de la forme z(x) = A cos(wx) + g sin(wx) oU A, u € R.

Démonstration. On vérifie aisément que z(x) = A cos(wx) + u sin(wx) est solution de (2).
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EDL2 homogeéne — 4

\/I

(3] SiA<0,posonSr==;—betw== _
a

2a
2 2
- . b —-b"+4
Alors les deux racines de (y) sont r + iw et on a ar torte 4+2 2 = 2.
a a

Donc (1) devient

2" +w'z=0. 2

On déduit du lemme suivant que la solution générale de (E,) sur R est
y(x) = €™ (Acos(wx) + psin(wx)) ol A, u € R. [ |

Lemme
La solution générale de (2) sur R est de la forme z(x) = A cos(wx) + p sin(wx) oU A, u € R.

Démonstration. On vérifie aisément que z(x) = A cos(wx) + u sin(wx) est solution de (2).

Réciproquement, soit z : R — R une solution de (2).

Définissons f : R — R par f(x) = z(x) — z(0) cos(wx) — z’(0) sin(wx) alors f est solution de (2).

Donc f' " + w?f' f = 0 d’ou, en intégrant et en utilisant que f(0) = £'(0) =0, (f')* + w?*(f)* = 0.

Ainsi f =0, i.e. z(x) = z(0) cos(wx) + z’(0) sin(wx), ce qui démontre le lemme. [ |
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EDL2 avec second membre — 1

Théoréme |

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay"+by' +cy=d(x) (E)
et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogene associée

ay"+ by +cy=0. (E,)
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EDL2 avec second membre — 1

Théoréme |

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay" + by +cy=d(x) (E)
et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogene associée
ay"+ by +cy=0. (Ey)
Alors
O VY. »neS, y—»neS,
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EDL2 avec second membre — 1

Théoréme |

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay" + by +cy=d(x) (E)
et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogene associée
ay"+ by +cy=0. (Ey)
Alors

O Vy.»neS. y-neS
O vyes, VYo €Sy, y+ ¥, €S
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EDL2 avec second membre — 1

Théoréme |

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay" + by’ +cy=d(x) (E)

et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogene associée

ay"+ by +cy=0. (Ey)
Alors
O Vy.»neS. y-neS
O VyeS Vy, €S, y+y, €S )

Démonstration.
@ Soient y,.y, € S. Alors a(y; — y,)" + b(y, — y)' +c(y; — ¥,) = (ay," + by| +cy) = (ay," + by, +cy) =d —d = 0.
Donc y, —y, € S,.
@ Soient y € Sety, €S, alors a(y + yo)" + by + y)| +c(y + yo) = (ay" + by’ +cy) + (ay," + byy+cyg)=d +0=d.
Doncy+y, € S. [ ]
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EDL2 avec second membre — 2

Corollaire

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay"+ by’ +cy=d(x) (E)
et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogéene associée

ay" + by +cy=0. (E,)

Soity, € Salors S = {y, +y, : ¥, € Sy }-
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EDL2 avec second membre — 2

Corollaire

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay" + by’ +cy=d(x) (E)

et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogéene associée

ay" + by +cy=0. (E,)
Soity, € Salors S = {y, +y, : ¥, € Sy }-
Démonstration.
C SoityeSalorsy=y,+y,0uy,=y-y, €S,
> Soity, € S, alors y, +y, € S. [ |
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EDL2 avec second membre — 2

Corollaire

Soienta € R\ {0}, b,c e R etd : I — R une fonction continue sur un intervalle I.
On dénote par S I'ensemble des solutions sur I de 'EDL2

ay" + by’ +cy=d(x) (E)

et par S, 'ensemble des solutions sur I de I'’équation homogéene associée

ay"+ by +cy=0. (Eo)
Soity, € Salors S = {y, +y, : ¥, € Sy }-
y
Démonstration.
C SoityeSalorsy=y,+y,0uy,=y-y, €S,
> Soity, € S, alors y, +y, € S. [ |
En pratique, on retiendra que
Solution générale de (E) = Solution particuliere de (E) + Solution générale de (E,). J
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Second membre de la forme polyn6me—exponentielle

Soienta e R\ {0}, b,c e R, se R et P € R[x].
On cherche une solution particuliere de

ay" + by’ +cy = P(x)e’™ (E)

de la forme y,(x) = O(x)e™ ou Q € R[x].
Alors
ay," + by, +cy, = P(x)e”™ & aQ" + (2as + b)Q' + (as* +bs+c)Q=P

© Si s n'est pas racine de I'équation caractéristique (y).
Alors as® + bs + ¢ # 0 et il existe un tel Q vérifiant deg O = deg P.

@ Si s est racine simple de I'équation caractéristique (y).
On obtient alors aQ" + (2as + b)Q' = P avec 2as + b # 0.
Donc il existe un tel Q vérifiant degQ = deg P + 1 et Q(0) = 0 (i.e. sans terme constant).

© Si s est racine double de I'équation caractéristique (y).
On obtient alors aQ" = P.
Donc il existe un tel Q vérifiant deg O = deg P + 2, 0(0) = 0 et Q’(0) = 0 (i.e. sans terme constant et
sans terme de degré 1).
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