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Définition

Définition

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, a € I et n € N.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, noté DL, (a), S'il existe
ag, ay, ..., a, € R tels que

f(x) = ap+aj(x —a) + ay(x — ay+ -+ a,(x—a)" + xga (x—a))

ou, de fagon équivalente via le changement de variable h = x — q, tels que

fla+h)=ay+ayh+ayh® + - a,h" + 20 (n")
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Définition

Définition

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, a € I et n € N.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, noté DL, (a), S'il existe
ag, ay, ..., a, € R tels que

f)=ap+tax—a)+ax—a2+-+a,x—a’ + o (x—a")
" V] X—a
Partie réguliére S—_—

Reste

ou, de fagon équivalente via le changement de variable h = x — q, tels que

fla+h)=ay+ayh + ayh® + - a,h" + 20 (n")
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Définition

Définition

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I, a € I et n € N.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, noté DL, (a), S'il existe
ag, ay, ..., a, € R tels que

f)=ap+tax—a)+ax—a2+-+a,x—a’ + o (x—a")
" V] X—a
Partie réguliére S—_—

Reste

ou, de fagon équivalente via le changement de variable h = x — q, tels que

fla+h)=ay+ayh + ayh® + - a,h" + 20 (n")

On remarque aisément que si f admet un développement limité en a alors ay = f(a).
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Proposition

Si f admet un développement limité d’ordre n en a alors il est unique.
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Proposition
Si f admet un développement limité d’ordre n en a alors il est unique.

Démonstration.
Supposons qu’il existe deux polyndmes P et Q de degrés au plus » tels que

flathy=P)+ o (k") et fla+h=0Mm+ o (H").

Alors P(h) — Q(h) = hOO (h") et P — Q est un polyndme de degré au plus n,donc P-Q=0. N
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Proposition
Si f admet un développement limité d’ordre n en a alors il est unique.

Démonstration.
Supposons qu’il existe deux polyndmes P et Q de degrés au plus » tels que

flathy=P)+ o (k") et fla+h=0Mm+ o (H").

Alors P(h) — Q(h) = hOO (h") et P — Q est un polyndme de degré au plus n,donc P-Q=0. N

La partie réguliére du DL, (a) d'une fonction, si elle existe, est la meilleure approximation de f au
voisinage de a par un polynéme de degré au plus n. J
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Exemples

Considérons f : R — R définie par f(x) = 1 + 17x + 42x> + 64x> alors :
© / admetle DL,(0) suivant : f(x) = 1+ 17x +42x* + o (x°).

@ s admetun DL,(1) suivant : f(x) = 124 + 293(x — 1) 4+ 234(x — 1)* + K2 ((x=1?).
En effet, FA+h) =1+17(1 + h) + 42(1 + h)* + 64(1 + h)’
=1+ 17(1 + h) + 42(1 + 2h + h?) + 64(1 + 3h + 3h* + h?)
= 12442930 + 23407 + o (1)
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Considérons f : R — R définie par f(x) = 1 + 17x + 42x> + 64x> alors :
© / admetle DL,(0) suivant : f(x) = 1+ 17x +42x* + o (x°).

© / admetun DL,(1) suivant : f(x) = 124 +293(x — 1) + 234(x = 1)* + o ((x—1)?).
En effet, FA+h)=1+417(1 + h) + 42(1 + h)* 4+ 64(1 + h)°
=1+17(1 + h) +42(1 +2h + h?) + 64(1 + 3h + 3h> + K?)

=124 +293h + 2340 + o (h?)
h—0

Exemple
Considérons f :]— 1, I[— R définie par f(x) = ﬁ alors f admet le DL,(0) suivant :

fO=1+x+x"+ - +x"+ 0, (x"

En effet,
Vxel-1,1], f(x)=1+x+---+x"+x"1 p
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Motivation : application au calcul de limites

En utilisant le formulaire a la fin de la feuille de TD, calculer la limite suivante :

sin(x) — x
x—0 arctan(x) — x
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Premieres propriétés — 1

Proposition

f admet un DL(a) si et seulement si f est continue en a.
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Premieres propriétés — 1

Proposition
f admet un DL(a) si et seulement si f est continue en a.

Démonstration. f admet un DLy(a) si et seulement si f(x) = f(a)+ o (1). [ |
X—=a

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Développements limités — 5 janvier 2023



Premieres propriétés — 1

Proposition
f admet un DL(a) si et seulement si f est continue en a.

Démonstration. f admet un DLy(a) si et seulement si f(x) = f(a)+ o (1). [ |
X—=a

Proposition

f admet un DL,(a) si et seulement si f est dérivable en a.
Dans ce cas, f(x) = f(a) + f'(a)(x —a)+ o (x—a),

ou, de fagon équivalente, f(a + h) = f(a) + f'(a)h + hoo(h).
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Premieres propriétés — 1

Proposition
f admet un DL(a) si et seulement si f est continue en a.

Démonstration. f admet un DLy(a) si et seulement si f(x) = f(a)+ o (1). [ |
X—=a

Proposition

f admet un DL,(a) si et seulement si f est dérivable en a.
Dans ce cas, f(x) = f(a) + f'(a)(x —a)+ o (x—a),

ou, de fagon équivalente, f(a+ h) = f(a) + f'(a)h + hoo(h).

Démonstration.

f admet un DL,(a) si et seulement s'il existe @ € R tel que f(a+ h) = f(a) + ah + hoo(h),

. . o . h) —

i.e. si et seulement s'il existe o € R tel que %lll’% M =a. |
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Premieres propriétés — 2

Les résultats précédents ne se généralisent pas pour n > 2 :

* Une fonction peut admettre un DL,(a) sans étre deux fois dérivable en a (cf exemple ci-dessous).
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Premieres propriétés — 2

Les résultats précédents ne se généralisent pas pour n > 2 :
* Une fonction peut admettre un DL,(a) sans étre deux fois dérivable en a (cf exemple ci-dessous).

Contre-exemple

Considerons la fonction f : R — R définie par f(x) = x* sin (i) six#0et f£(0)=0.
Alors f(x) =0+ o, (x*) mais f n'est pas deux fois dérivable en 0.
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Premieres propriétés — 2

Les résultats précédents ne se généralisent pas pour n > 2 :
* Une fonction peut admettre un DL,(a) sans étre deux fois dérivable en a (cf exemple ci-dessous).

* Néanmoins, la réciproque se généralise : on verra plus loin (théoréme de Taylor—Young) que si une
fonction est n fois dérivable en a alors elle admet un DL, (a).

Contre-exemple

Considerons la fonction f : R — R définie par f(x) = x* sin (i) six#0et f£(0)=0.
Alors f(x) =0+ o, (x*) mais f n'est pas deux fois dérivable en 0.
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Opérations sur les développements limités — 1

Proposition : combinaison linéaire et produit

Soient f,g : I — R définies sur unintervalle I, ae I et A,y € R.
Sifx)=P(x—a)+ o (x—a))etg(x)=0(x—a)+ o ((x—a)"), ol P et Q sont deux polynbmes de

degrés au plus n, alors
O Af(0) + pg(x) = AP(x — a) + pO(x — a) + 2, (x—a)"),

O fx)g(x)=Skx—a)+ o ((x—a)") ol S estlatroncation de PQ aux termes de degrés < n.
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Opérations sur les développements limités — 1

Proposition : combinaison linéaire et produit

Soient f,g : I — R définies sur unintervalle I, ae I et A,y € R.
Sifx)=P(x—a)+ o (x—a))etg(x)=0(x—a)+ o ((x—a)"), ol P et Q sont deux polynbmes de

degrés au plus n, alors
O Af(0) + pg(x) = AP(x — a) + pO(x — a) + 2, (x—a)"),

O fx)g(x)=Skx—a)+ o ((x—a)") ol S estlatroncation de PQ aux termes de degrés < n.

On souhaite déterminer le DL;(0) de f(x) = sin(x) cos(x) :

sin(x) cos(x) = <x—%3+ 0 (x3)> <1—x72+ o (x3)>
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Opérations sur les développements limités — 2

Proposition : composition

Soient f : I > Retg : J —» R définies sur deux intervalles I et J telles que Im(f) c J eta e I.
Si f(x)=P(x-a)+ 0 (r—a)etg() =0k~ f@)+ o ((x=f(@)) alors

gf(x)=Sx-a)+ o ((x- a)")

ou S est la troncation de Q » (P — P(0)) aux termes de degrés < n.
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Opérations sur les développements limités — 2

Proposition : composition

Soient f : I > Retg : J —» R définies sur deux intervalles I et J telles que Im(f) c J eta e I.
Sif(x)=P(x~a)+ o ((x—a))etgx) = Q(x~f(@)+ o ((x— f(a)")alors

g(f(x)=Sx—-a)+ o ((x —a)")

ou S est la troncation de Q » (P — P(0)) aux termes de degrés < n.

On souhaite déterminer le DL,(0) de f(x) = cos(sin(x)) :

3
q _ _ x_ 3
cos(sin(x)) = cos <x - + o (x )>
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Opérations sur les développements limités — 3

Remarque : quotient

La proposition précédente est utile pour calculer le développement limité d’un quotient.
En effet, soit f : I — R définie sur un intervalle I et a € I tel que f(a) # 0, alors
1 1 1

L1 _ 1
76 T f@ 1+ @ 7@

ol g(x) = f et f(x) = %—1.
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Opérations sur les développements limités — 3

Remarque : quotient

La proposition précédente est utile pour calculer le développement limité d’un quotient.
En effet, soit f : T — R définie sur un intervalle I et a € I tel que f(a) # 0, alors
1 1 1

L1 L
@ f@1+ f(xf)(—,;"(a) - f(a)g(f(x))

ol g(x) = f et f(x) = %—1.

.

On souhaite déterminer le DL,(0) de f(x) = Clo’;i) :
1+ x> 1+ x> 2 2 Xt X 4
— =(1 1 - b
( +x)< SR T N G

cos(x) | _ % + 24 00(x4)
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Opérations sur les développements limités — 4

Proposition : primitivation

Soient f : I - R une fonction définie sur un intervalle I admettant le DL ,(a) suivant :

fO)=ay+a(x—a)+ayx—aP’+-+a,x—a)"+ o (x—a)").
Si F : I - R est une primitive de f alors F admet un DL, ,(a) et

F(x) = F(a) + ay(x — a) + —(x —aP+ 0; (@) ok

x—a)t 4+ o ((x - a)"“) .
X—a
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Opérations sur les développements limités — 4

Proposition : primitivation

Soient f : I - R une fonction définie sur un intervalle I admettant le DL ,(a) suivant :

fX)=ay+a,(x—a)+ a,(x — a4 - + a,(x —a)" + o (x=—a)").

Si F : I - R est une primitive de f alors F admet un DL, ,(a) et

F(x) = F(a)+ ay(x — a) + %(x —a)’+ %(x —a)® x—a)t 4+ o ((x - a)"“) .

an
+1

Démonstration. Considérons la fonction R : I — R définie par

— F(x)— N I NNy BN VY TS |

R(x) = F(x) (F(a)+a0(x )+ FE=a+ Zer-a)) + ot —(xa) )

alors R'(x) = f(x) — (ag + a;(x — @) + @y (x — @)* + -+ + at,(x — a)").

On saitque Ret ¢ : x — (x —a)""! sont dérivables au voisinage de 4, que lim R(x) = lim ¢(x) = 0, que ¢’ (x) ne s’annule

pas au voisinage de a privé de a et que hm R _ =0 (car R'(x) = 0 ((x —-a)")).

a @' (x)

Donc, d’aprés le théoréme de LHépital, lim =0,ie. Rx) = o ((x—a). [ |
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Opérations sur les développements limités — 4

Proposition : primitivation

Soient f : I - R une fonction définie sur un intervalle I admettant le DL ,(a) suivant :

fO)=ay+a(x—a)+ayx—aP’+-+a,x—a)"+ o (x—a)").
Si F : I - R est une primitive de f alors F admet un DL, ,(a) et

F(x) = F(a) + ay(x — a) + —(x —aP+ O; (@) ok

x—a)t 4+ o ((x - a)"“) .
X—=a

On peut simplement retenir que si f(x) = P(x —a)+ o ((x —a)") ou P est un polynébme de degré < n alors
X—a

/ f(t)dt=/xp(t—a)dt+ 4 ((X—a)"“),

Jean-Baptiste Campesato L1 DL/MI — Développements limités — 5 janvier 2023



Opérations sur les développements limités — 4bis

On sait que
L=1+x+x2+...+xn—l+ @ (xn—l),
1-x 20
donc 2 3 n
—In(l-x)=In(+x+Z+Z ++ X 4 o ().
2 3 n x—0
Ainsi, on a 2 3
X X x" R
ln(l—X)——x—T—? ..... 7+x20(x)
et
X2 x3 lx"
In(l+x)=x—=—4+=— — e+ (=D"™' ==+ 0 (x").
2 3 n x—0 )
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Opérations sur les développements limités — 4bis

On sait que
L=1+x+x2+-~-+xn_l+ 0 (x”_l),
1-x x—0
donc X , .,
—In(-x)=In()+x+>+Z +..+ X 1+ o ().
2 3 n x—0
Ainsi, on a , X
X x x" n
1n(1—x)=—x—?—? ----- 7+x20(x)
et .
X X n+l X n
ln(1+x)=x—7+?—---+(—1)+7+x20(x).

v
Déterminer le DL,, . ,(0) de arctan. I
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Opérations sur les développements limités — 5

Proposition : dérivation

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I admettantle DL, ,,(a) suivant :
fO=aq+ax-a+ax-—a’+-+a,,x-a)"+ o (x-—a").

Si f est dérivable et si /' admet un DL ,(a) alors

X)) =a; +20(x—a)+ -+ @+ Da,,  (x —a)" + 0 (x—a)").
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Opérations sur les développements limités — 5

Proposition : dérivation

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I admettantle DL, ,,(a) suivant :

F0) =y +a;(x — a) + oy (x —a)* + - + a,, (x —a)"! + o ((x=a)").

Si f est dérivable et si /' admet un DL ,(a) alors

X)) =a; +20(x—a)+ -+ @+ Da,,  (x —a)" + 0 ((x—a)).

Démonstration. |l suffit d’appliquer la proposition de primitivation a f’. |
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Opérations sur les développements limités — 5

Proposition : dérivation

Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I admettantle DL, ,,(a) suivant :

F0) =y +a;(x — a) + oy (x —a)* + - + a,, (x —a)"! + 0 ((x=a)").

Si f est dérivable et si /' admet un DL ,(a) alors

') =a; +20(x—a)+ -+ (m+ Da,, (x —a)" + 0 ((x—a)).

Démonstration. |l suffit d’appliquer la proposition de primitivation a f’. |

On peut simplement retenir que si f admet un DL,,,(a) et que si f' admet un DL, (a) alors le
développement limité de /' s’obtient en dérivant celui de f terme a terme. J
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Opérations sur les développements limités — 5

Proposition : dérivation
Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle I admettantle DL, ,,(a) suivant :

F0) =y +a;(x — a) + oy (x —a)* + - + a,, (x —a)"! + 0 ((x=a)").

Si f est dérivable et si /' admet un DL ,(a) alors

') =a; +20(x—a)+ -+ (m+ Da,, (x —a)" + 0 ((x—a)).

.

Démonstration. |l suffit d’appliquer la proposition de primitivation a f’. |

On peut simplement retenir que si f admet un DL,,,(a) et que si f' admet un DL, (a) alors le
développement limité de /' s’obtient en dérivant celui de f terme a terme.

.

Lhypothése que /' admet un DL,(a) est importante : il est possible que f admette un DL, ,,(a) et que f
soit dérivable mais que f’ n’admette pas de DL, (a); voir I'exercice 14 de la feuille de TD.

\.
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Théoreme de Taylor—Young — 1

Théoréme de Taylor—You

Soit £ : I — R une fonction définie sur un intervalle I eta € I.
Si f est n fois dérivable? en a alors f admet un DL, (a) et

" 3) (n)
f()_f(a)+fl(a)( _a)+f25a)(x_a)z+f3'(a) a4 - L@ ()x “)n+xi’,a((x_“)n)
ou, de fagon équivalente,
f(a) fla,  f ”(a) o 9@ 5 @, "
A T M T e e o (1)

4En particulier, il existe n > 0 tel que f est n — 1 fois dérivable sur [a—n,a+nl N 1.
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Théoréme de Taylor

Soit £ : I — R une fonction définie sur un intervalle I eta € I.
Si f est n fois dérivable? en a alors f admet un DL, (a) et

" 3) (n)
feo =L@ LD L@ e LDy LDyt o (x-ay)
ou, de fagon équivalente,
f(a) Q) f”(d) 2 9@ 5 ", @
A T M T e e o (1)

4En particulier, il existe n > 0 tel que f est n — 1 fois dérivable sur [a—n,a+nl N 1.

Démonstration. On a déja vu que I'énoncé était vrai pour n=0oun = 1.

Supposons I'énoncé vrai pour un certain n > 1 et montrons le pour n + 1.

Soit f : I - R une fonction définie sur un intervalle I qui est n + 1 fois dérivable ena € I.
Alors, puisque n+ 1 > 2, f est dérivable au v0|smage deaet f’ est n fois dérivable en a.

Donc, par hypothése de récurrence, f/(x) = (”) s @ (”) (x—a)+ 122 P9 (") (x—ap + -+ L2200 )(") P a-a'+ o (x-a)).
D’aprés le théoréme de primitivation, on obhent alors que

fl@ | (@ f"(@ 5@ () £ (g
S0 =T+ TG m ot - @t TR @)’ 4 ek e

(x—a*'+ o ((x - a)"“) .
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Théoréme de Taylor—-Young — 2

© Montrer que pour tout n € N, exp admet un DL, (0) et que

2 3 X"
F=ltxt—tZ t 1 1 5 (7).
2! 3! n! x—»O( )

® Montrer que pour tout n € N, cos admet un DL,,,(0) et que

cos(x) = l—x—2+£— S+ (=1 2n+ 2n+l
X) = o 1 )] b .
© Montrer que pour tout n € N, sin admet un DL,,,,(0) et que
3 5 2n+1
_x X 2n+2
sin(x) = x 3'+5 +( )(2 +1)'+x .
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Développements limités usuels en 0

(a— l)x2 " ala—1)(a—-2) JEI ala—1)a—-2)..(a=(n—1
2! 3! n!

a
1+x)*=14ax+
1 2 3 n n
—— =l+x+x"+xX 4+ +x"+ 0 (X")
1-—x x—0

1

T =l e G 0 ()
ln(l—x):—x—%z—x; _____ X7n+xﬂo("")
In(l1+x)=x-— x?z + %3 — +(_1),,_1x7" +xgo(xn)
e"=1+x+;—2!+’3‘—j+---+x—n+ o (x")
cos() =1~ 7 2_4! —rENg ;v 2, ()

3 x2n+1
sin(x) = x — ; + ; — (_1)"m +x£0 (x2n+2)
aresin() =x+ % * 1234);'5 ey g ((22:)_(12); ij+1l) *,9,(65)
arctan(x) = x — "3—3 + x5_5 — e (=) 2":':11 +x3>0 (x2n+2)
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TODO : Taylor reste intégral et applications
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