Université d’Angers — 2021 /2022
Algebre linéaire et bilinéaire

Feuille d’exercices n°3

Exercice 1.
Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de 'endomorphisme f € L(R[X]) défini par

VP € R[X], f(P)= (X + 1)(X —=3)P (X) — X P(X).

Exercice 2.
Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de 'endomorphisme ¢ € L(C*(R, R)) défini par

Vf € CTR,R), o(f) = [

Exercice 3.

Est-ce que les matrices suivantes sont diagonalisables dans M;(R)?
Le cas échéant, déterminer une matrice de passage et une matrice diagonale convenant.

0o 2 -1 0 3 2 0 01
A=13 -2 0], B=|-2 5 2}, c=|1 0 0f.
-2 2 1 2 30 1 10

Exercice 4.
Déterminer sans calcul si les matrices suivantes sont diagonalisables dans M,(R) :

1111 42 1 2 3
2 222 0 42 4 5
A=[3 3 3 3f B=lo o0 4 s
4 4 4 4 0 0 0 42
Exercice 5.
On définit u, v € L(C*([~r, z], R)) par
[z, n] - R

Vf e CO([—ﬂ', z],R), u(f): x — /” cos(x — t)f(t)dl

T

et
[-7, 7] — R

Vi eCl-mal R, uD: / " sin(x = 7 (dr

T

1. Vérifier que u et v sont bien définies et sont bien des endormophismes de Co([-x, x),R).
2. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de u et de v.

Exercice 6.
Soit f € L(E) ol E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que si F C E est un sous-espace vectoriel stable par f alors Xfir L
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Exercice 7.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie impaire. Montrer que pour tout endomorphisme f € L(E),
il existe une droite vectorielle de E stable par f.

Indice : étudier I'application polynomiale induite par y ;.

Exercice 8.
0 -8 6

Soit A=|-1 -8 7 |€ M;(R). Montrer que A est inversible et calculer A* pour tout k € Z.
1 -14 11

Exercice 9.

1. Montrer quesi A € M, ,(K) et B € M, ,(K) alors (=X)" yg4(X) = (=X)’ x4 5(X).
Indice : travailler par blocs dans M, ,(K).
2. En déduire que si A, B € M () alors Sp, (AB) = Spy (BA).
3. Démontrer directement I’énoncé de la question précédente (i.e. sans polynome caractéristique).

Exercice 10. Matrice compagnon : trés important !
n—1

1. (i) Montrer que y4(X) =(-1)"| X" — Zaka ol

k=0

0 0 a()

1 0 0 a

A= 8 10 ? 2 e M, K.

: -~ 0

0 0 0 1 a,,
n—1

(ii) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si X" — 2 a, X* est scindé a racines simples.

k=0

n
2. En utilisant 1.(i), donner une condition nécessaire et suffisante sur P(X) = Z a X ke K.,[X] pour
k=0
qu’il existe une matrice A € M ,(K) telle que y, = P.

Exercice 11.

a -b —c -d 1. Calculer A'A.
Soit A — b a -d c € M,(R). 2. En dedglre XA-
c d a -b 3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A sur C.
d —c b a 4. En déduire que A est diagonalisable dans M,(C).
Exercice 12.
1 4 =2 2 -1 -1
Trigonaliser dans M;(R) les matrices suivantes: A=| 0 6 -3 et B=|12 1 =2
-1 4 0 3 -1 -2

Exercice 13.
1. Soit A € M,(C). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est nilpotente (i.e. Ik € N, AK=0) (i) Spc(A) = {0} (iii) y () = (=D"X" (iv) A" =0
2. Quid du cas réel ?

Exercice 14.
Soit A € M, (C) telle que A ~ 2A (i.e. 3P € GL,(C) telle que 24 = PAP_l).
Montrer que A est nilpotente.



