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Algèbre linéaire et bilinéaire

Feuille d’exercices n°1
Dans toute la suite, 𝕂 désigne un corps commutatif.
Lorsque les lois d’un espace vectoriel ne sont pas précisées, il s’agit des lois usuelles.

Exercice 1.
Soit 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel. Soient 𝐹 et 𝐺 deux sous-espaces vectoriels de 𝐸.
Montrer que si 𝐸 = 𝐹 ∪ 𝐺 alors 𝐹 = 𝐸 ou 𝐺 = 𝐸.
Un sous-espace vectoriel ne peut pas s’écrire comme union de deux sous-espaces propres.

Exercice 2.
Soient 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel et 𝐹1, … , 𝐹𝑟 des sous-espaces vectoriels de 𝐸.
Montrer que Vect(𝐹1 ∪ ⋯ ∪ 𝐹𝑟) = {𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑟 ∶ 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑖}.
Ce sous-espace vectoriel est donc généralement dénoté par 𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑟.

Exercice 3.
Soient 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel et 𝐹1, … , 𝐹𝑟 des sous-espaces vectoriels de 𝐸.

Montrer que 𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑟 = 𝐹1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑟 si et seulement si ∀𝑘 = 1, … , 𝑟 − 1,
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∩ 𝐹𝑘+1 = {0}.

Exercice 4.
On considère les sous-espaces vectoriels suivants de l’espace vectoriel réel ℝ2 :

𝐹1 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 = 0} , 𝐹2 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑦 = 0} et 𝐹3 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 = 𝑦} .
1. Montrer que les 𝐹𝑖 sont deux à deux en somme directe.
2. Est-ce que 𝐹1, 𝐹2 et 𝐹3 sont en somme directe?

Exercice 5.
On considère 𝒞0(ℝ) l’espace vectoriel réel des fonctions continues ℝ → ℝ.

1. Vérifier que l’ensemble 𝒫 ≔ {𝑓 ∈ 𝒞0(ℝ) ∶ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)} des fonctions continues et paires
est un sous-espace vectoriel de 𝒞0(ℝ).

2. Vérifier que l’ensemble ℐ ≔ {𝑓 ∈ 𝒞0(ℝ) ∶ ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)} des fonctions continues et im-
paires est un sous-espace vectoriel de 𝒞0(ℝ).

3. Montrer que 𝒞0(ℝ) = 𝒫 ⊕ ℐ.

Exercice 6.
On considère l’espace vectoriel réel formé des suites convergentes de ℝℕ.
Montrer que le sous-espace vectoriel des suites constantes et le sous-espace des suites convergentes vers 0
sont supplémentaires.

Exercice 7.
On considère l’espace vectoriel réel ℝℝ des fonctions ℝ → ℝ.
Montrer que la famille (𝑓𝑎 ∶ 𝑥 ↦ 𝑒𝑎𝑥)𝑎∈ℝ est libre.

Exercice 8.
1. Montrer que (𝑋𝑘)𝑘∈ℕ est une base de l’espace vectoriel réel ℝ[𝑋] des polynômes à coefficients réels.
2. Est-ce une base de l’espace vectoriel réel ℝJ𝑋K des séries formelles à coefficients réels?

Exercice 9.
On considère l’espace vectoriel réel ℝ2[𝑋] des polynômes à coefficients réels de degré au plus 2.

1. Montrer que (1, 1 + 𝑋, 1 + 𝑋 + 𝑋2) est une base de ℝ2[𝑋].
2. Écrire 𝑃 (𝑋) = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 dans cette base.
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Exercice 10.
Montrer que tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. Est-il unique?

Exercice 11.
Est-ce que les espaces vectoriels réels suivants sont de dimension finie?
1. ℝℝ, 2. ℝ3, 3. ℂ, 4. ℝ[𝑋], 5. L’espace vectoriel des fonctions dérivables vérifiant 𝑓 ′ = 𝑓 .

Exercice 12.
Soient 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie et 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸.

1. Montrer que 𝐹 est de dimension finie et que dim𝐹 ≤ dim𝐸.
2. Montrer que si dim𝐹 = dim𝐸 alors 𝐹 = 𝐸.

Exercice 13.
Soit 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie. Soient 𝐹 et 𝐺 deux sous-espaces vectoriels de 𝐸.

1. Montrer que dim(𝐹 ⊕ 𝐺) = dim𝐹 + dim𝐺.
2. Montrer que dim(𝐹 + 𝐺) = dim𝐹 + dim𝐺 − dim(𝐹 ∩ 𝐺) (formule de Grassmann).

Exercice 14.
Soit 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie. Soient 𝐹 et 𝐺 deux sous-espaces vectoriels de 𝐸.
Montrer que deux des trois propriétés suivantes entraînent la troisième :
(i) 𝐸 = 𝐹 + 𝐺, (ii) 𝐹 ∩ 𝐺 = {0}, (iii) dim𝐸 = dim𝐹 + dim𝐺.

Exercice 15.
Soit 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie. Soient 𝐹1, … , 𝐹𝑟 des sous-espaces vectoriels de 𝐸.
Montrer que 𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑟 = 𝐹1 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐹𝑟 si et seulement si dim(𝐹1 + ⋯ + 𝐹𝑟) = dim(𝐹1) + ⋯ + dim(𝐹𝑟).

Exercice 16.

Soient 𝑎 ∈ ℂ∗ et 𝑓 ∶ ℂ → ℂ
𝑧 ↦ 𝑧 + 𝑎𝑧 .

1. Montrer que 𝑓 est un endomorphisme de ℂ comme espace vectoriel sur ℝ.
2. Déterminer Ker 𝑓 et Im 𝑓 .
3. Est-ce que 𝑓 est un endomorphisme de ℂ comme espace vectoriel sur ℂ?

Exercice 17.
On appelle projecteur ou projection vectorielle tout endomorphisme vérifiant 𝑝 ∘ 𝑝 = 𝑝.

1. (a) Montrer que si 𝑝 ∈ ℒ(𝐸) est une projection vectorielle alors 𝐸 = Im 𝑝 ⊕ Ker 𝑝.
(b) Ainsi tout vecteur 𝑥 ∈ 𝐸 s’écrit de façon unique 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 où 𝑢 ∈ Im 𝑝 et 𝑣 ∈ Ker 𝑝.

Vérifier que 𝑝(𝑥) = 𝑢.
2. On suppose que 𝐸 = 𝐹 ⊕ 𝐺 et on définit 𝑝 ∈ ℒ(𝐸) par 𝑝(𝑥) = 𝑢 où 𝑥 = 𝑢 + 𝑣 avec 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺.

Vérifier que 𝑝 est un projecteur.
On dit que 𝑝 est la projection vectorielle de 𝐸 sur 𝐹 parallèlement à 𝐺.

3. Montrer que 𝑝 est la projection vectorielle de 𝐸 sur 𝐹 parallèlement à 𝐺 si et seulement si id−𝑝 est la
projection vectorielle de 𝐸 sur 𝐺 parallèlement à 𝐹 .

Exercice 18.

1. Montrer que 𝑓 ∶ ℝ[𝑋] → ℝ[𝑋]
𝑃 ↦ 𝑃 (𝑋) − 𝑋𝑃 ′(𝑋) est ℝ-linéaire.

2. Déterminer Ker 𝑓 et Im 𝑓 .

Exercice 19.
Soient 𝐸 un 𝕂-espace vectoriel de dimension finie et 𝑓 ∈ ℒ(𝐸).
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Ker 𝑓 = Im 𝑓 ,
(ii) 𝑓 ∘ 𝑓 = 0 et dim𝐸 = 2 rg 𝑓 .


