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Algebre linéaire et bilinéaire
SOLUTION EXERCICES 37-39-40
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Exercice 1. On considere la matrice M = 3 0 3 _3|

1 -2 -3 1
1. Calculer son noyau.
2. Calculer le polynéme caractéristique de M, puis donner son polyndéme minimal.
3. Donner la signature de la forme quadratique donnée par

Qlt,x,y,2) = t2+4x2+3y2+zz—4tx+6ty+2tz—4xz—6yz

pour tout (t, x, , z) € R%.
4. Calculer une base orthonormée de vecteurs propres de M.
5. En déduire une famille de formes linéaires orthogonales (fi, f>, f3) sur R* telles que

Q(t)xvyyz) = _fl(t,xry;z)z+2(f2(trxyy»z)2 +f3(t»JC,y, Z)z)
pour tout (£, x, y, z) € R*.

Solution

Année 2025-2026

1. On trouve ker M engendré par (1,1,0,1), et donc les colonnes (C);<k<4 satisfont C; + C, + C4 = 0.

2. Ceci suggere de calculer le polynéme caractéristique en commencant par ajouter C; et C, a C4. Ensuite tout de
passe bien et on aboutita y = X (X +3)(X - 6)2. Comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable et son

polynéme minimal vaut X (X + 3)(X —6).
3. D’apres ce qui précede la signature de la forme quadratique Q associée a M est (2,1).

4. Pour la valeur propre —3 on trouve la droite engendrée par (1,0,—1,—-1). Pour la valeur propre 6 on trouve le

t+x+z=0
t—-y—-z=0
utiliser Gram-Schmidt.

plan d’équations {

1 1 1 0
1 0 -1 1
. . _ 1

5. Soit donc la matrice de passage P = Ao 21 1 1

1 -1 0 -1
formes linéaires par
t SHoX)
X 4 t HX)
VX = eR*, V3'PX= =Y.

¥y LX)
z fX)

dont une base orthogonale est ((1,—-1,1,0), (0,1,1,—1)). Il faut éventuellement

. On définit une base orthogonale (fy, f1, f>, f3) de

Dit autrement, la matrice dans la base canonique de f; est la transposée de la (i + 1)-éme colonne de v/3P. On a

alors

Q(t,x,y,2) = 'XMX = 'XPdiag(0,-3,6,6)' PX = 'Ydiag(0,-1,2,2)Y = —(t — y— 2> +2((t — x+ y)* + (x + y — 2)°).

Remarque : La famille de formes linéaires dépend de la base de diagonalisation choisie. Seule la signature est

invariante. Par réduction de Gauss,
Q(t,x,,2) = (t—2x+3y+2)* —6(y — x+2)> +6(x — 2)°.
Exercice 2. Soit (—, —) : R[X] x R[X] — R 'application définie par

1
<P,Q>=f1P(t)Q(t)dt

pour toute paire de polyndmes (P, Q).



1. Montrer que (—, —) est bilinéaire, symétrique et définie positive.
2. Soit u:R[X] — R[X] I'application définie par

wp) = 1= x2)p)
ax

pour tout polyndme P. Montrer que u est linéaire, et symétrique vis-a-vis du produit scalaire (—, —).
. On fixe un entier n > 0. Montrer que E = R, [X] est stable par u. On note ¢ € £ (E) 'endomorphisme induit.
. Expliquer pourquoi ¢ est diagonalisable.

. Calculer ¢(X*) pour tous 0 < k < n et en déduire les valeurs propres de ¢.

D s W

. Soit (Py, Py, ..., Py) une base propre pour ¢. Quelle est la valeur de

1
f PP, (D)dt
-1

pour toute paire d’entiers (k, ) telleque 1 <k #¢ <n?

7. & Montrer que si on impose la condition Pi(1) = 1 on obtient les polynomes dits de Legendre, donnés par la
formule explicite
1 d*

ZMW((XZ_UIC)'

Ly

Solution
1. cfcours
2. Dériver et multiplier par un polyné6me donné sont des opérations linéaires. Par double IPB,

1
<u@LQFﬂU—ﬂﬂ”ﬂQUN@—fﬁl—ﬁﬁWndUMt

=0

! d
=ﬁpma—ﬂw%mh+f1mnggu—ﬂm%mdt

=0

= (P u(Q)).

Remarque : on peut faire ’économie de la 2éme ligne en remarque le membre de droite de la premiére ligne est
symétrique en P et Q.

3. Onadegu(P)=deg(P)—1+2—-1=deg(P).

4. Car @ est symétrique.

5. Onau(l) =0, u(X) = -2X et pour k=2, w(X*) = k(k-1)X*2 - k(k + 1) X*. Donc la matrice de ¢ dans la base
canonique est triangulaire supérieure stricte et son spectre se lit sur la diagonale : —k(k+1),0< k < n.

6. Comme les valeurs propres sont simples la base propre est forcément orthogonale.
7. Déja deg(Ly) = k pour tous k € N. Par IPPs successives on a pourtout0< p < k

k-1 1 1 dk—l
-1 -

2Kkl Ly, XPy = [ d

drk-1 ((tz B Dk) o

~

=0
1
e = (_1)Pp!f
-1
k-p-1 1
d ((tz—l)k)] -0
-1

d tk_l
cette derniére ligne ayant du sens car k = p + 1. On rappelle qu'un scalaire A est racine de multiplicité m d’'un
polynome P si et seulement si P¥ (1) = 0 pour tous 0 < k < m — 1. Comme Vect(l,..., X*1) = Vect(Ly, ..., Lr_1),
on obtient que les polyndmes (L) sont orthogonaux. Par Leibniz on a

dkp
tk

— (- D¥)az

(k) k (p) (k-p)
2k KIL (1) = ((X— DX+ 1)’“) m= Y ( ) ((X— 1)’“) e ((X + 1)’“) ") =2k k.
O<p<k p —_— —
=0si p<k
D’apres les questions 5 et 6, les polynomes propres (Py) satisfaisant Py (1) = 1 vérifient aussi ces propriétés. Elles
sont donc égales d’apres le cours (corollaire 8.47)



Exercice 3. Soit E = R[X] I'espace vectoriel des polynémes réels, et w la fonction définie sur ] —1,1[ par w(¢) = (1 -
£2)"12,

1. Montrer que pour tous P, Q € E l'intégrale f_ll P()Q(Hw(t)dt converge.

2. Montrer que la forme ¥ : (B, Q) — f_ll P(0)Q(r)w(t)dt est bilinéaire, symétrique et définie positive.

3. Montrer que pour tout P € E, la fonction définie sur] — 1, 1[ par

t— w(t)_I%(w(t)_IP'(t))

est polynomiale, ou d/dt désigne la dérivation usuelle par rapport a t.
On note cette fonction u(P), définissant ainsi une application u: E — E.
4. Montrer que u est linéaire, et symétrique pour le produit scalaire V.

5. Montrer que pour tout zn = 0 il existe un polynoéme T, € E (dit de Tchebychev) de degré n tel que pour tout 6 € R,
cos(nB) = T, (cos(6)).

6. Dériver deux fois I'expression ci-dessus et en déduire une équation différentielle linéaire (mais a coefficients
non constants) d’ordre 2 satisfaite par T},.

7. Montrer que T, est propre pour u.
8. Donner la valeur de f_ll T,() T (Hw(t)dt pour tous m# n=0.

Solution

1. westpaire eten 1 équivauta 1/v/2(1 — ) qui est intégrable (1//u est intégrable en 0). A fortiori si multipliée par
un polynéme.

2. cfcours.

3. Découle de (w™)' (1) = —tw(t) et w2(t) = 1 - t? polynomiale. Ainsi
u(P)=-XP +(1-Xx*P".

4. OnaparIPP

1
¥ (u(P),Q) = [w(H P (HQ(], —fl w(t) 1P (nQ (rdt.

=0
Le membre de droite est symétrique en (P, Q) donc vaut aussi ¥ (¢(Q), P).
5. cfLl.

6. En dérivant deux fois on obtient pour tout 8 € R
~n?Ty,(cos(0)) = —n? cos(nh) = —cos () T) (cos(d)) + sin?(O) T}, (cos(6))
et donc pour tout ¢ € [-1,1], vu que sin? = 1 - cos?,
—n?Ty(t) = =t T (1) + (1= )TV (D).

7. C’est une égalité entre fonctions polynomiales en une infinité de valeurs donc —n? T, = u(T},).

8. C’estle produit scalaire entre des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes donc : 0.



