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Décomposition de Dunford par I'analyse complexe
Devoir Maison

» On dit qu’'une fonction z: I — C définie sur un intervalle réel est dérivable en t; € I si les fonctions Rz := Reoz
et Jz:=Jmoz: I — Rle sont, auquel cas on définit sa dérivée par z'(fy) = (FRz) (o) + i(Jz)' (). Les regles de calcul
de dérivées (somme, produit, composition) connues pour les fonctions a valeurs réelles restent alors vraies dans ce
cadre.

« De maniére analogue on définit I'intégrale de z: I — C continue par [;z= [,Rz+i [, Jz.

* Pour A € C et r € R} on note y(4,r) < C le cercle centré en A de rayon r. On dispose du paramétrage y(4,r) =
{A+re® | @ €[0,27[}. Pour toute fonction continue f : C — C, on définit

2n 3 .
f@ydz:=ir f+re®edp. )
y(A,r) 0

» Soient n € N> et M : I — 4, (C) une fonction telle que pour tout (i, j) € |1, n[)? lafonction I — C,  — M(1);,; est
continue. On définit la matrice [, M(#)dt € .4, (C) par

(fM(t)dt) =fM(t)i,jdt.
I ij JI

1. Soit neNet f, :R— C définie par f,,(0) = e, Calculer f}, ainsi que fOZ” fn(©0)db.

2. Soient w e C, r €]0,|w|[ et p € N3;. Calculer la dérivée de la fonction g : R — C définie par

3. Soient w e C, r €]0,|w|[ et p = 2. Utiliser (1) pour calculer la valeur de

f dz
y(0,r) (w+ Z)p.

4. Soit p = 7. Montrer que la série de fonctions }_,,-9 p" f converge normalement sur [0, 27].

f dz
y©,r) W + Z‘

Soit A € 4, (C) de spectre {11,..., A} et de polynéme caractéristique y 4 = ch:l (X—=Ar)™ ot my € N>1. On note
Ni =ker ((A— A4 I,)™*) les sous-espaces caractéristiques de A. On suppose A sous forme de Jordan : diagonale
par blocs carrés du type J, + Al € 4,(C), ot comme d’habitude (Jy);j =6 i+1.

5. En déduire la valeur de

Soit r e R} tel que r < |Ag —Ajl pourtous j, k€ |1, s]]

6. Soit k € [|1, sl. Expliquer pourquoi zI, — A est inversible si z € y (A, r). On définit alors
1

Pp=— (zl,— A~ 'dz € M,/(C).
2im YAr)

7. Soient v € C\ {0} et £ € Nx. Trouver le polynéme P € C[X] de degré ¢ tel que P(J;) = (vI,— J,) L.
8. Soit A € C\{A.}. Calculer
f (21— Uy +M[))’1dz € My (C).
YAk, 1)

9. Montrer que Py est le projecteur sur Ny paralléle a & ;. Nj.

10. 4 Soit z € C une valeur non propre pour A. A l'aide du polynéme minimal p 4 de A, écrire (zI,, — A)~' comme un
polyndéme en A. En déduire que Py est polynomial en A.



