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Dans tout ce qui suit K désigne R ou C, et E ,F, G seront des K-espaces vectoriels.

1 Quelques rappels d’algebre linéaire

Cette partie rappelle quelques notions déja vues en L2 qui sont indispensables pour la suite.

1.1 Sous-espaces vectoriels

Un sous-espace vectoriel de E est un sous-ensemble non-vide X de E stable par combinaisons
linéaires :
V(x,y) € X3, VA, ) €K%, Ax+pye X.

Un sous-espace vectoriel de E, muni de 'addition et de la multiplication par un scalaire est un espace
vectoriel.

Si X et Y sont deux sous-espaces vectoriels de E, X N Y 'est aussi (mais en général X U Y ne l'est
pas)).

Si X et Y sont deux sous-espaces vectoriels de E, la somme X + Y est définie par

X+Y={x+ylxeX,yeY}L

C’est un sous-espace vectoriel de E.

Si x1,...,x sont des éléments de E, 'ensemble de toutes les combinaisons lindires a; x; +---+a, x
de xi,...,x; est un sous-espace vectoriel de E. On I'appelle le sous-espace vectoriel engendré par
X1,...,Xr, et onle note Vect(xy,...,x;). Si r = 1 on note Vect(x;) = Kx;.

Deux sous-espaces vectoriels E;, E, sont dits en somme directe si E; N E» = {0}. Dans ce cas, un
élément x € E; + E, s’écrit de maniére unique comme u + v avec u € E; et v € E>. La somme E; + E»
est alors notée E; @ Es.

De facon plus générale, si (Ej)<k<r est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E, on dit
qu’ils sont en somme directe si

Vxhsksr € [ B ). xx=0=Vke[l,r],x=0.

1<k<r 1<ks<r

Dans ce cas, on note leur somme @; <<, Ex. Il ne suffit pas d'imposer que les Ey sont en somme
directe deux a deux.

1.2 Familles libres, familles génératrices, bases

On dit qu'une famille (xy, ..., x;) d’éléments de E est une famille libre, ou encore que les éléments
X1,...,Xr sont linéairement indépendants, si les droites (Kxy);<x<; Sont en somme directe.

Une famille (peut étre infinie) (x,)qe; d’éléments de E est dite libre si toute sous-famille finie de
(xq)aer estlibre.

On dit qu’'une famille (x1,...,x;) d’éléments de E est une famille génératrice, ou encore que les
éléments x1, ..., X, engendrent linéairement E, si Vect(xy, ..., x;) = E.

Une famille d’éléments de E est une base de E si elle est libre et génératrice.

Théoréme 1.1 (Base incomplete). Si(xi,...,x,) est unefamille libre d’'un espace vectoriel de dimension
finie E, alors il existe des éléments X, 41,..., Xn tels que (xy,..., x,) soit une base de E.

Théoreme 1.2. Si (xy,...,x) et (y1,...,¥s) sont deux bases d'un espace vectoriel E, alors elles ont le
méme nombre d'éléments r = s. On appelle ce nombre la dimension de E, que l'on notedim E.

Ainsi, chaque élément de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs
d’'une base donnée.

Proposition 1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et soit & = (ey,...,e,) une famille de n
vecteurs de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) & estune basedeE,



(ii) & est une famille libre de E,

(iii) & est une famille génératrice de E.

Le théoréme de la base incompléte entraine que si X < Y sont deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie, alors dim X <dim Y et qu'on a X =Y si, et seulement si, dim X =dim Y.

Théoréeme 1.4. Soient X et Y deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
dimX+dimY =dim(X+Y)+dim(XnY).

Soit & = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout vecteur x € E, on note [x]¢ le vecteur colonne dont
les coefficients sont les coordonnées de x dans la base &.

Soit & = (f1,..., fn) une autre base de E. On note Wg =[[fils,..., [fnlg] la matrice de passage de
labase & alabase &.

Alors les coordonnées d'un vecteur x dans les bases & et & sont liées par

[xlg =27 [x5.
Par ailleurs, cette égalité entraine que
P7 = (28]
Z=75)
1.3 Applications linéaires
Une application u : E — F est dite linéaire si elle vérifie
V(a,B) e K?, V(x,y) € B, ulax+By) = au(x) + fu(y).

Dans le cas ol E = F, une application linéaire u : E — E est appelée un endomorphisme de E. Len-
semble des applications linéaires u : E — F est un K-espace vectoriel noté par Z(E,F); si E = F, on
notera simplement £ (E) au lieu de Z(E, E).

On définit alors le noyau d'une application linéaire u : E — F par

ker(u) ={xe E| u(x) =0},

etl'image de u
Im(u) ={ye F|3x€E, ulx) =y}

On déduit immédiatement de la linéarité de u que ker u est un sous-espace vectoriel de E et Im u est
un sous-espace vectoriel de F. La dimension de Im u est appelée le rang de u et est notée rg(u).

Théoréme 1.5. Soitu: E — F une application linéaire. Alors
dimker(u) +rg(u) =dimE.
On se rappellera bien ici que c’est la dimension de I'espace de départ de u qui compte.

Corollaire 1.6. Soit u: E — F une application linéaire avec dimE = dim F. Alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

— u est injective

— U est surjective

— u est bijective.



1.4 Matrice d’'une application linéaire

Soit u: E — F une application linéaire, et soient & une base de E et & une base de F. La matrice
de u relativement aux bases & et & est la matrice dont la colonne d’indice j est le vecteur colonne
des coordonnées dans la base & de I'image par u du j-ieme vecteur de &. On note :

(W = [[uleD)z,..., [ulen)lz].

Dans le cas ol E = F, on remarque que
27 =lidgl.

Dans le cas ou u € Z(E) et & est une base de E, on note simplement
[ulg = (Wl .
Les coordonnées de I'image par u d'un vecteur x sont exprimées par
[u(0)]g = [ulZ [x]s.

Proposition 1.7. Soient E, F, G des espaces vectoriels munis de bases &, % ,%4, et soient des applications
linéaires f :E— Fetg:F — G. Alors

(g0 f15 = (815117 .
Démonstration. En effet, pour tout x € E, on a
[go f1Z[xle =[go f(N)]g = g5 [f () = [g15(f17 [xls. O
Corollaire 1.8. Soitue Z(E), etP = 9’5 " la matrice de passage d'une base & a une autre base&'. On a

(ulg =P ulgP

1.5 Déterminant d’'une matrice, déterminant d'un endomorphisme

Le déterminant d'une matrice carrée A= (a;;)1<j,j<n est défini par

det(A) = Y €@ aiq)----Anon)
geSy

ol .%, est le groupe des permutations de I'ensemble {1,..., n} et €(0) est la signature de .

Proposition 1.9 (Déterminant d'un produit). Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille taille,
alors
det(AB) = det(A) det(B).

Il résulte de cette propriété que, si P est une matrice carrée inversible, on a
det(P™!) = (detP)™!,
et que, si A et P sont des matrices carrées de méme taille avec P inversible, on a
det(P™' AP) = det A.
Corollaire 1.10. Soit u: E — E un endomorphisme et soient &, & deux bases de E. Alors
det[u]e = det[u] .

En d’autres termes, cette valeur est indépendante de la base qu’on utilise pour la calculer et ne
dépend que de u. On I'appelle donc le déterminant de u, et on la note det(u). Lexpression du déter-
minant d'un produit entraine que si u et v sont des endomorphismes de E alors

det(uo v) =det(u)det(v).



Proposition 1.11. Un endomorphisme est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Démonstration. Si u est inversible alors il existe v tel que uo v = Idg. 1l suit que 1 = det(uov) =
det(u)det(v), donc det(u) # 0. La réciproque est vraie grace a la formule de la comatrice. O

Proposition 1.12 (Déterminant d'une matrice par blocs). Soit A une matrice qui s’écrit
B|D
A= ,
( 0 )

det(A) = det(B)det(C).

out B et C sont des blocs carrés. Alors

2 Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition 2.1. Soit u € £(E). Un sous-espace vectoriel F c E est dit stable par u si u(F) < F. On note
alors ur = ulg € Z(F) 'endomorphisme induit défini par ur(x) = u(x) pour tout x € F.

Si F ¢ E est stable par u, alors en complétant une base & de F en une base & de E, on obtient une
matrice triangulaire supérieure par blocs de la forme

ule = (%‘i)

ou B = [ur]# et C sont carrées de taille dim F et codimF := dim E —dim F.

Définition 2.2. Soit u € Z(E) et A € K. On note E) (u) = ker(u — Aidg) I'espace propre associé a u et
A.On dit que A est une valeur propre pour u si Ej (i) # {0}, et on appelle vecteurs propres les vecteurs
non nuls de Ej3 (u).

Théoreéme 2.3. Soit u € £ (E). Les espaces propres de u sont en somme directe.

Démonstration. On démontre par récurrence sur r que toute relation de dépendance linéaire ) 1 <j<, Xx =
0, ol xi € E, (1) pour une famille de scalaires (A1);<k<, deux a deux distincts, est triviale.

Sir =1,iln’y arien a démontrer. On suppose que le résultat est vrai pour un r = 1 et on montre
qu'il reste vrai pour r + 1. Soit donc une relation

> x%=0, M

1<ksr+1

ou xi € Ej, (u) pour des A deux a deux distincts. On applique u pour obtenir

Z Arxp =0. (2)

1<k<r+1

On retranche A, fois (1) dans (2) :

Z Ak = Ars1)xi =0.

1<ksr+1
Comme le dernier terme est nul, on peut utiliser 'hypotheése de récurrence pour obtenir
Visk<sr, (Ag—Ar+1)x=0.

Comme Ay # Ar4+1 on déduit que x; = 0 pour tout 1 < k < r. Grace a (1), il suit également que x,;; =
0. |

Comme conséquence immédiate on a:

Théoreéme 2.4. Un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n a au plus n valeurs propres
distinctes.



En dimension finie on notera par fois Sp(u) le spectre de u, soit’ensemble de ses valeurs propres.

Définition 2.5. Un endomorphisme u de E est dit diagonalisable si E est la somme (directe) des
espaces propres de u.

Supposons notre endomorphisme u défini par une matrice M dans une base &. Si u est diagona-
lisable, il existe une base & de vecteurs propres pour u. La matrice D de u dans la base & est donc
diagonale, d’ol11a terminologie. On obtient alors, en utilisant la formule de changement de bases :

D=P'MP
» — pF
ouP=2,.

Théoréeme 2.6. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un endomorphisme de E qui posséde n
valeurs propres distinctes est diagonalisable et ses espaces propres sont des droites.

Démonstration. On a

dm @ Ex(w= ) dimEw=z= ) l=n
AeSp(u) A€eSp(u) AeSp(u)

Ainsi ®esp(y) B (1) = E etl'inégalité est une égalité : les espaces propres sont tous de dimension 1. O

Définition 2.7. On dit qu'une matrice carrée M est diagonalisable si]’endomorphisme de ., ; (K) =
K" associé uys : x — Mx est diagonalisable. Une matrice A est semblable & une matrice B s'il existe
une matrice inversible P telle que B = P~' AP. Un scalaire A est une valeur propre de M s'il est une
valeur propre de 'endomorphisme associé uyy.

Remarque 2.8. Une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une ma-
trice diagonale.

Remarque 2.9. La condition dans le théoréme précédent n’est que suffisante. Ainsi, la matrice
1 0 0
M=[0 2 0
0 0 2
est diagonalisable mais elle n’a que deux valeurs propres distinctes.

Remarque 2.10. Il existe des matrices carrées non diagonalisables. Ainsi la matrice
1 1
M=
b

n’est pas diagonalisable. En effet, on voit facilement que la seule valeur propre de M est 1. Si M était
diagonalisable, M serait semblable a I, ce qui force M = I, , ce qui est manifestement faux.

3 Polynome caractéristique

3.1 Quelques rappels sur les polynd6mes

Un polynoéme a coefficients dans K est une expression P = ag + a1 X +---+ a, X", o1 les a; sont
des éléments de K. Si P est non nul, on appelle degré de P le plus grand entier r tel que a, # 0. Onle
note degP.

L'ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté par K[X]. C’est un K-espace vectoriel
de dimension infinie.

On note K[X], I'’ensemble des polynémes a coefficients dans k et de degré inférieur ou égale a n.
C’est un sous-espace vectoriel de K[X], de dimension n + 1. On peut prendre pour base de K[X], la
famille X° =1, X, X?,..., X".

On dit qu'un élément a € K est une racine de P si P(a) = 0.



On dit que A divise B (A, B € K[X]) sl existe C € K[X] tel que B = AC (dans ce cas on note A|B).
Le polyn6éme dérivé de P est

P'(X)=a)+2a X+ +na, X" .
On note P le polynome obtenu en appliquant k fois I'application de dérivation a P. On vérifie que

ny(k) _ n! n—k
X7 = (n—k)!X

si k< n, et que P® =0 dés que k > degP.

Proposition 3.1 (Division euclidienne). Soient A, B € K[X], avec B # 0. Alors il existe des polynomes
Q, R e K[X] uniques tels que
A=BQ+R et degR<degB.

Définition 3.2 (Racine multiple). Un élément a € K est dit racine de P de multiplicité r si (X — a)”
divise P et (X — @)"*! ne divise pas P.

On a la caractérisation suivante :

Proposition 3.3. Le scalaire a € K est une racine de multiplicité r de P si et seulement si P(a) = P'(a) =
=P V(@) =0et P (a) #0.

Un polyndme P = ag+ ay X +--- + a, X" est unitaire si son coefficient dominant a, = 1.

Théoreéme 3.4. Soient A, B € K[X] non tous les deux nuls. Alors il existe un unique polynome D unitaire
tel que
{UA+VB| U,V eK[X]} =K[X]D.

Ce polynome est le plus grand diviseur commun a A et B : il divise A et B et si E divise A et B alors E
divise D.

Pour calculer explicitement le PGCD de deux polynomes, on peut utiliser I'algorithme d’Euclide,
basé sur une suite de division euclidiennes :

A=PiB+R;
B=P,R;+R,
Ry =P3R,+ Ry

Ry—2=PpRy-1+ Ry.

Le PGCD est alors le dernier reste non nul. Par ailleurs, cette méthode permet de déterminer les
polyndémes U, V tels que UA+ VB = D.

Définition 3.5. Deux polynémes A et B sont dits premiers entre eux si et seulement si les seuls divi-
seurs communs a A et B sont les constantes non nulles. De maniere équivalente, A et B sont premiers
entre eux sile PGCD de Aet Best 1.

Théoréme 3.6. Deux polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux poly-
noémesU etV telsqueUA+VB=1.
3.2 Le polynéme caractéristique

Dire que A est une valeur propre d'un endomorphisme u : E — E d'un K-espace vectoriel de
dimension finie revient a dire que det(u — Aidg) = 0. C’est pour cette raison qu’on introduit, pour
toute matrice M carrée de taille n, 'expression

rmA) =det(M —AI,), VAekK.



Remarque 3.7. La définition du déterminant implique que y»s(1) est une expression polynoémiale
en A, et on dispose donc bien d'un polynéme y s € K[X]. Il est de degré n, de coefficient dominant
(=1)", et de coefficient constant det(M). Le coefficient de degré 1 de y ;s est (=1)" " tr(M), oir tr(M)
estla trace de M, i.e. la somme des termes sur la diagonale de M.

Remarque 3.8. Si M et N sont les matrices d'un endomorphisme u : E — E d'un K-espace vectoriel
de dimension n dans deux bases & et & alors

M=P NP
ol P = 2% 1l suit que
rmX) =det(M - XI,) = det(P~Y (N - XI,)P) =det(N - XI,) = AN (XD).
On résume ceci en un lemme :

Lemme 3.9. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

On dispose donc pour tout u € £ (E) d'un polynéme caractéristique y,, € K[X] qui satisfait y, (1) =
det(u — Aidg) pour tout A € K. En particulier :

Proposition 3.10. Un scalaire A est une valeur propre de u € £ (E) si et seulement si y,, (1) = 0.

Remarque 3.11. Si k=C, tout f € Z(E) a au moins une valeur propre A € K.
Pour montrer que A est une valeur propre d'une matrice A, on peut montrer que rg(A—AI,) < n,
ce qui est parfois plus simple que de montrer y 4(1) = 0. Par exemple sin =2 et

1.

A= € MnR),
A |
1 1 a

on voit que r1g(A—(a—1)I,) =1 < n, donc a—1 est une valeur propre de AetdimE,_; =n—1.
Dans la pratique, pour déterminer E;(A) lorsque A est une valeur propre d’'une matrice A =
(ai,j)1=i,j<n € Mp(k), on résout le systeme AX = 1 X.

Proposition 3.12. Soit u € £ (E), et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors Yy, |xu-

Démonstration. Soit & une base de F complétée en une base & de E. La matrice M de f dansla base

& alaforme
A|C
M= (ﬂ?)

A-XI, | C
0 |B-XIh,
=det(A- XI,)det(B—XI,_r)
:XMF(X)det(B_XIn,r). 0

oll A= [urlg. Mais alors, si r =dimF,

Xu(X) =det(M - X1Iy) = det(

Définition 3.13. Un endomorphisme f € Z(E) est dit nilpotent si il existe un entier positif r tel que
fr ::fOr :fO-HOf:O_
Proposition 3.14. Soit f € £ (E) un endomorphisme nilpotent. Alors x r(X) = (=1)" X", oitn = dimE.

Démonstration. On va montrer ce résultat par récurrence sur n € N*. Pour n =1, f7 = 0 implique
f =0, d ot le résultat. On suppose que le résultat est vrai au rang r — 1, et on le montre au rang r. On
a(det f)" =det(f") =0, donc det(f) = 0 et donc Je; € ker f\{0}. On compléte e; en une base & de E si

bien que par blocs
0|L
(fle = (T‘?)



ou L€ 4,,(K) et B € My-1(K) vérifient

0| B!
0=[fr]g=(0 i ),

donc B” = 0. D’aprés 'hypothése de récurrence yz(X) = (~1)""1X"~!. Il suit que

-X| L
0 | B-XIn

)(f(X)zdet( )=(—X)XB(X)=(—1)"X”. O

Proposition 3.15 (Matrice compagnon). Soit P = Y g<j<p ar X* € K[X],, un polynéme unitaire de de-
grén (a, =1). Soit

0 -+ - 0 —ag

1 -
A=], € M (K)

0 -an-—

0 0 1 -—-au

Alors ya=(-1)"P.
Démonstration. On va montrer le résultat par récurrence sur n. Si n = 1, A = (—ag) est un scalaire,
Doncya=-X-ap.Sin=2,0ona
0 )
A= ,
(1 —611)

donc ya=(0-X)(—a; — X) +ap = X*>+ ay X + ap.
On suppose que le résultat est vrai au rang n, et on le montre au rang »n + 1. En développant par
rapport a la premiere ligne, on obtient

X e - 0 -a 1 =X 0 - 0
1 —ay 0

1A =—Xdet 0 +(—1)"+1a0det 0
. . =X —Aanp-1 -X
0 -+ 0 1 -a,-X 0 - -+ 0 1

Donc par 'hypotheése de récurrence, on a

A0 =-XD"X"+ Y X"+ (D" ag= D" XM Y aexb). O

1<k<n O<k<n

Théoreme 3.16. Un endomorphisme u € £ (E) d'un espace vectoriel de dimension finie est diagona-
lisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque valeur
propre est égale a la dimension de 'espace propre correspondant, c’est a dire si et seulement si

Xu(X)=(-1" H (X_/l)dimEa(u).
A€Sp(u)

Démonstration. Si u est diagonalisable on peut trouver une base constituée de vecteurs propres de
u. Dans cette base la matrice de u est diagonale et sur sa diagonale chaque valeur propre A appa-
rait dim E); (u) fois donc y, est de la forme désirée. Réciproquement, si y, est de cette forme, alors
n=degyu = Xaespw dim Ey (), donc E est la somme directe des espaces propres de u, et u est dia-
gonalisable. O



4 Trigonalisation

Définition 4.1. Un endomorphisme u € Z(E) est dit trigonalisable s'il existe une base & de E dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure : ([ulg); ; = 0 si i > j. On dit alors que la base
& trigonalise u. Une matrice A € .4, (K) est dite trigonalisable si elle est semblable a une matrice
triangulaire supérieure.

Remarque 4.2. Un endomorphisme u € £(E) est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de E est trigonalisable.

Théoréeme 4.3. Un endomorphisme u € £ (E) est trigonalisable si et seulement si son polynéme carac-
téristique est scindé sur K.

Démonstration. On suppose que u est trigonalisable. Soit & une base de E telle que Mg (u) est trian-
gulaire supérieure :

/11 X e P
0o A

(ule =1 2
: . . X
0 - 0 Ay

Alors ¥, (X) = (A1 = X)...(1, — X) est scindé sur K.

Supposons maintenant que le polyndme caractéristique yx, de u est scindé sur K. Montrons par
récurrence sur n = dimE que u est trigonalisable. Pour n = 1 c’est évident. Supposons le résultat
au rang n — 1 et montrons le au rang n. Comme le polyndéme caractéristique est scindé, Il existe un
vecteur propre e; de u, que 'on compleéte en une base & = (ey, e2,...,e,) de E.On a

Al‘ X X
0
M=[ulg=| .
: N
0
Alors
v =1 -X)xn,

donc y n est scindé sur K. Par 'hypothese de récurrence, il existe P inversible telle que PINP est
triangulaire supérieure. On peut alors vérifier que Q~! MQ est triangulaire supérieure avec Q définie

par blocs par
110
o= (517 .

5 Polynomes d’endomorphismes

k

Définition 5.1. Si u est un endomorphisme de E, on note u* = u°* = yo---ou (k fois) avec la conven-

tion u° = idg. Pour tout polynéome P = ¥ o< <4 ar X, on note

P(u) = Z akuk € L (E).
0<k=d

Un calcul direct donne :

Proposition 5.2. Soient (P, Q) € K[X]? et u € L(E). Alors (P+ Q)(w) = P(w) + Q(u) et P(u) o Q(u) =
(PQ)(w) = (QP)(u).

SiA= Q‘lBQ avec Q inversible, alors Ak = Q‘lBkQ pour tout k = 0, donc pour tout P € K[X], on
aP(A)=Q 'P(B)Q.

10



Un polynéme d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure. Plus
précisément, si P € K[X] alors

A/l X . X P(A,l) X . X
M= 0 /12 . : — P(M) = 0 P(Ag)

E .'. .'. X E .'. .'. X

o -+ 0 A, 0 0 Py

Proposition 5.3. Soit P € K[X] et u € £(E) tels que P(u) = 0. Si A est une valeur propre de u alors
PV =0.

Démonstration. Soit x # 0 un vecteur propre associé a la valeur propre A. Alors u*(x) = A¥x, donc
0= P(u)(x) = P(V)x. Il suit que P(1) =0. O

La réciproque est fausse. Par exemple P = X(X — 1) et u = idg. Alors P(0) = 0 mais 0 n’est pas une
valeur propre de u.

5.1 Décomposition des noyaux

Théoréme 5.4 (Lemme des noyaux). Soient u € £(E) et (Py)1<k<r une famille de polynome deux a
deux premiers entre eux. Soit P = [1<y<, Px. Alors

kerP(u)= @ kerPi(uw).
1sksr

Démonstration. On procede par récurrence sur k = 2. On commence par k = 2. Les polyndmes Py,
P, sont premiers entre eux donc il existe deux polyndmes Q;, Q> tels que Q1P + Q2P, = 1. Si x €
ker P; (u) nker P, (u), alors

X = Qq(u) o P1(u)(x) + Q2(u) o Pr(u)(x) = 0.

11 suit que ker Py (1) nker P2 (1) = {0}. Si x € ker P(u), on écrit x = Py (1) (Q1 (1) (x)) + P2 (1) (Q2 (1) (x)) =:
y+z.0na
P> (u)(y) = (P2(w) o P1(u) 0 Q1 () (x) = Q1(w) o P(u)(x) =0,
et de méme P; (1) (z) = 0. Ainsi le résultat est vrai pour r = 2.
On suppose que le résultat est vrai au rang r, et on le montre au rang r + 1. On note Q = P; - - P,
Les polynémes Q et P, sont premiers entre eux donc d’aprés le cas r =2, on a

ker P(u) = ker Q(u) ® ker P41 (u).
On conclut en utilisant 'hypothése de récurrence. O
Théoréme 5.5. Un endomorphisme u € £(E) est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynome
P e K[X] scindé sur K ayant toutes ses racines simples tel que P(u) = 0.

Démonstration. On suppose que u est diagonalisable, alors
E= @ Ex(w= & ker(X-2A)(w)=kerP(u)
AeSp(u) A€Sp(u)
ol P = [[pespay (X — A) grace au lemme des noyaux. Ainsi P(u) = 0 avec P simplement scindé.
Réciproquement, on suppose qu’il existe un polynéme P = []; <<, (X — 1) simplement scindé tel
que P(u) = 0. Alors par le lemme des noyaux on a
E=kerP(w)= @ Ep ()
1<ksr

ce qui implique que u est diagonalisable (quitte a enlever les indices pour lesquels Ey, () = {0}). O

Corollaire 5.6. Soit u € £(E) un endomorphisme diagonalisable et F un sous-espace stable par u.
Alors urp est aussi diagonalisable.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, il existe un polynéme P € K[X] simplement scindé
tel que P(u) = 0. 1l suit que P(ur) = P(u)r = 0. On applique encore une fois le théoréme 5.5 pour
conclure que ur est diagonalisable. O

11



5.2 Théoreme de Cayley-Hamilton
Si u e £(E), onnote I, 'ensemble des polynémes P € K[X] tels que P(u) = 0.

Proposition 5.7. Siu e £ (E) alors I'ensemble I, vérifie les conditions suivantes :
— 0€ly,,
— pourtout (PQ)e I3, P+Qey,
— pourtousPe I, et Qe K[X], PQE I,.

Les propriétés indiquées ci-dessus se traduisent en disant que I, est unidéal de K[X]. On1’appelle
I'idéal annulateur de u.

L'idéal annulateur d'un endomorphisme u d'un espace vectoriel E de dimension # contient né-
cessairement un polynéme non nul de degré au plus n?. En effet, la famille (1, u,..., u”z) est liée vu
que dim Z(E) = n2.

En réalité on a un résultat bien meilleur :

Théoreme 5.8 (Cayley—-Hamilton). Soitu e £(E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors y,(u) = 0.

Démonstration. On va montrer que y, (1) (x) = 0 pour tout x € E. On fixe un vecteur x € E non nul.
Soit r le plus grand nombre naturel tel que la famille & = (x, u(x),..., u" ~1(x)) soit libre. Alors u' (x) €
F = Vect(x, u(x),...,u"~1(x)) et il existe P unitaire de degré r tel que P(u)(x) = 0. Aussi, F est stable
par u. Complétons & en une base de &. Dans cette base la matrice de u s’écrit par blocs

Al %
[ulg = (T‘T)’

avec N carrée et A = [ur]g matrice compagnon du polynéme P. D’apres la proposition 3.15, on a
xa(X) = (-1)"Petdonc y, = ynP. Il suit que y, (1) (x) = yn (W) (P(u)(x)) = yn (1) (0) = 0. O
5.3 Polynéme minimal

Proposition 5.9. Soit u € £ (E) un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie. Soit P €
I, non nul de degré minimal. Alors P divise tout élément de I,,.

Démonstration. SiQ € I, effectuons la division euclidienne de Q par P :
Q=PG+R,
avec degR < degP. Comme R(u) = Q(u) — P(u) o G(u) =0, Re I, etdonc R =0. O

Définition 5.10. Le polynéme unitaire non nul de degré minimal dans I, est appélé le polynome
minimal de u et est noté y,,.

Théoréme 5.11. Un endomorphisme u € £(E) d’'un espace vectoriel de dimension finie est diagonali-
sable si et seulement si son polynéme minimal est simplement scindé.

Démonstration. Silepolyndme minimal de u est simplement scindé, alors le théoréme 5.5 assure que
u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, le théoréme 5.5 implique qu'’il existe
un polyndme P annulateur de u simplement scindé. Le polyndme minimal de u divise P, donc il est
aussi simplement scindé. O

Proposition 5.12. Soit u € £(E) un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie. Alors,
un scalaire A est une valeur propre de u si et seulement s'il est une racine du polynéme minimal de u.

Démonstration. D’apres la proposition 5.3 toute valeur propre de u est racine de u,. Réciproque-
ment, si y,(A) =0, alors y, (1) =0 car y,ly,. Donc A est une valeur propre de u. O
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Remarque 5.13. Le polyndme minimal de u divise le polyndéme caractéristique de u, et ils ont les
meémes racines. Ainsi

Xu=CED" J] X-AWM=p= [[ X-D™
A€Sp(u) A€Sp(u)

avec 1 = my < ny.On a u diagonalisable si et seulement si tous les m, sont égaux a 1.

Exemple 5.14. Soit la matrice

o o o -
S O =

N OO
N O O O

0

Le polynome caractéristique de M est yp; = (X — 1)2(X —2). On vérifie que (M — I)(M —21) # 0 et
(M - 1)>(M —2I) =0, donc le polynéme minimal de M est (X —1)?(X —2).

6 Réduction d’endomorphisme

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

6.1 Décomposition de Dunford

Lemme 6.1. Soient u, v € £(E) diagonalisables tels que uo v = vo u. Alors il existe une base & de E
telle que [ulg et [v]g sont toutes les deux diagonales. On dit que u et v sont codiagonalisables.

Démonstration. Soit A € Sp(u). Alors on vérifie que Ej (1) est stable par v. D’apres le corollaire 5.6 il
existe une base &) de E (u) telle que la matrice de vg, () dans cette base est diagonale. La matrice de
ug, (w dans cette base est A1, ou ny = dim Ey (u). Une concaténation des & convient puisque E est
la somme directe des E (u). O

Définition 6.2. Soit u € £ (E) un endomorphisme, A une valeur propre pour u, et n; sa multiplicité
dans y,. On appelle
Ny (uw) =ker(u—Aidg)™

le sous-espace caractéristique de u associé a la valeur propre A.

Proposition 6.3. Soit u € £ (E) de polynéme caractéristique scindé. Alors

E= @ N
A€eSp(u)

etdim N, () est la multiplicité ny de A dans y .

Démonstration. La premiére décomposition découle du lemme des noyaux. On en déduit déja que
Y Aespw P = dim E = ¥ jcgp () dim Ny (w), et il suffit pour conclure de montrer que pour toute valeur
propre A on a ny = dim N (u).

Soit A une valeur propre. On remarque déja que N, (u) est stable par u (c’est le noyau d'un poly-
ndéme en u). Si on note uy 'endomorphisme induit, il vérifie

(u;L - /liCl]\[A(u))n’1 =0

par définition de N, (u). D’apres la proposition 3.14, le polyndme caractéristique de uy — Aidy, () est
(= X)4mMN) donc celui de uy est (A — X)ImNW) D’apres la proposition 3.12, x,,, divise y,, donc
ny = dim N, (#) comme souhaité. O

Théoréme 6.4 (Décomposition de Dunford). Soit u € Z(E) de polynome caractéristique scindé. Il
existe un unique couple (d,v) € (L(E)? avec d diagonalisable et v nilpotente tel que u = d+ v et
dov=vod.
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Démonstration. Pour I'existence il suffit de définir d et v sur chaque N, (u) par dy, ) = Aidy, ) et
UN, () = UN,w) — AN, - Alors d commute avec u, puis v aussi, et v est nilpotent d’apres la preuve
précédente.

On montre I'unicité de cette construction. On suppose que (d',v') € £ (E)? tels que d’ est diago-
nalisable, v’ est nilpotent, u=d’' + v/, et d' o v' = v’ o d’. On veut montrer que d’' = d et v’ = v.

Déja d commute avec d’. En effet d’ stabilise les sous-espaces caractéristiques car d’ commute
avec u, et d est scalaire sur ces sous-espaces. Il suit que v = u — d commute avec v’ = u—d’'. Si on
choisit p, g tels que v’ =0et v =0,0n a

w-vPHi= ¥ (p ' q) V(W) =0
i+j=p+q
car dans tous les membres de la somme on a i = p ou j = g. Mais alors d’ — d = v — v’ est nilpotent et
diagonalisable d’apres le lemme 6.1, donc d’' — d = 0, puis v' = v. O
6.2 Réduction de Jordan
On utilise la notation A C Blorsque Ac Bet A# B.
Proposition 6.5. Pour tout u € £(E), il existe un unique naturel r tel que
{0} = ker(u®) Cker(u) C -+ C ker(u") = ker(u' ™) =ker(u"*?) = -
Lentier r sappelle l'indice de u. C'est aussi le plus petit entier naturel tel queker(u’) = ker(u"*1).

Démonstration. On pose ny := dimker(«”). Comme ker(u”) < ker(uP*1), la suite (np) pen e€st crois-
sante, a valeur dans {0, 1,..., n}. On peut donc définir

r=min{p eN|np =npi1}.

Pour tout p = r, et tout x € ker(uP*!) ona u" ™' (uP~" (x)) = 0, donc u”~" (x) € ker(u" ') = ker(u"), donc
uP(x) = u" (uP~"(x) =0, donc x € ker(uP). 1l suit que ker(u”) = ker(uP*1). O

Remarque 6.6. — Lindice r de u est aussi 'unique entier vérifiant
Vg <r, ker(u?) Cker(u"), etVqg=r, ker(u?) =ker(u").

— Si u est nilpotent, I'indice r de u n’est autre que min{p € N | u” = 0}.

— Sir estl'indice de u, alors
ker(u") @ Im(u") =E.

— Lindice r de u vérifie aussi
E=Im@°) D Im(w) 2...0 2 Im(z") = Im(u"*!) = Im(u"*?) =
La démonstration de ces propriétés est laissée en exercice.

Théoréme 6.7. Soit u € £ (E) un endomorphisme de polyndme caractéristique scindé. La multiplicité
d’'une valeur propre A dans le polynéme minimal est donnée par l'indice de 'endomorphisme u—Aidg.

Démonstration. On écrit u;, = (X — 1) Q ou m est la multiplicité cherchée, de sorte que (X — 1) et
Q sont premiers entre eux. D’apres le lemme des noyaux, on a

E =ker(u— Aidg)™ @ ker(Q(w)).
Pour chaque naturel k, on pose Q. = (X — )L)kQ. Ona
ker(Qx (1)) = ker(u — Aidg)* @ ker(Q(w)).
Par minimalité de u,, si k < m on a ker(Qy(w)) € E donc ker(u— Aidp)* C ker(u — Aidg)™, tandis que

si k= m, ker(Qy(u)) = E et ker(u — v)k =ker(u—Aidg)™. O
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Définition 6.8. Un bloc de Jordan est une matrice Ji (1) € .4} (R) de la forme J; (1) = A et

A1 o - 0
0o A

]k(/l)z ol-
: A1
0 0o A

Une matrice de Jordan est une matrice de la forme

Ty (1) 0o - 0
j=| 0wt o
: . 0
0 0 ]n,(,ur)

out chaque Jy; (i;) est un bloc de Jordan.
Les redondances sont autorisées parmi les ;.

Théoréme 6.9 (Réduction de Jordan d'un endomorphisme nilpotent). Soit u € Z(E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors, il existe une base & de E telle que

Jn, (0) 0 0
| O a0 ,
: . 0
0 0 Ju0

est une matrice nilpotente de Jordan.

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence sur n = dimE. Si n =1, il y a rien a faire.
On suppose le résultat vrai au rang n, et on le montre au rang n + 1. Soit F = Im(u) I'image de E par
u. Comme u n’est pas surjective, la dimension de F est strictement inférieure a n + 1. De plus, F est
stable par u, donc on peut appliquer I'hypotheése de récurrence a ur. Il existe donc une base de F
composée de vecteurs u”l‘l(fl),...,fl; e u”"l(fr),...,f,, avec u"i(f;) =0, pourtout 1 <i<r.
Pour chaque 1 < i < r, il existe e; € E tel que u(e;) = fi.
On montre que Im(u) Nnker(u) = Vect(u™ (ey),..., u" (e;)). En effet, soit x € Im(u) Nnker(u). Alors,

on peut écrire
-1

nj
X= Z > ﬂj,kuk(fj),

Jj=1 k=0

avec U € K. En appliquant u, on obtient
r nj—2
0=3 2wt (f):
j=1 k=1

La famille (uk(fj))lsjsr,lsksnr_l étant libre, on déduit que u;x = 0 des que k < nj—2, donc x €
Vect(u™ (ey),...,u"" (e;)).

On ajoute e;41,...,es a u™(ey),..., u" (e;) pour avoir une base de ker(u). Soit & la concaténation
de (uk(ej))lsjsr,OSksnj et(ert1,...,es).

Montrons & est libre. Soit une relation de dépendance linéaire

s r nj
0= Z Aiei+ZZyj,kuk(ej).

i=r+1 j=1k=0
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En appliquant u, on obtient
r ﬂj—l

0= ) wixu e
j=1 k=0

doncujr=0sik<n;—1,et

i=r+l

r S
0= wjnu"e)+ 3 Aie;
=1 :

La famille (e;+1,...,es,u"™ (e1),..., u'" (e,)) étant libre, on obtient ce qu'on veut.
On adimIm(u) = n; +---+ n,, dimker(u) = s, donc n; +---+ n, + s = dimE. Le cardinal de & est
1+m)+---+(Q+n,)+s—r=n+---+n,+s=dimE, donc & est une base de E. O

Théoréme 6.10 (Réduction de Jordan d'un endomorphisme). Soit u € £(E) un endomorphisme tel
que son polynome caractéristique x, soit scindé sur K. Alors, il existe une base & de E telle que

Jm) 0 0
0 n
we=y=| ° Il ,
: . 0
0 0 ]n,(/Jr)

est de Jordan. La matrice ] est unique modulo permutation de blocs.
Iciles 'ensemble des p; est le spectre de u, avec éventuelles redondances.

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, pour toute valeur propre A, il existe une base &) de
N) (u) dans laquelle la matrice de uy;, () — Aidn, ) est de Jordan nilpotente. On en déduit I'existence
par concaténation des &.

L'unicité de la matrice  modulo permutation de blocs se traduit en disant que pour chaque paire
(pi, ni), le nombre de blocs de Jordan J, (u;) est uniquement déterminé par u.

On remarque que pour tout m = 0, la matrice J;(0)" est donnée par (Ji.(0)"); j = 8 i+ m. Il suit
que

rg(Jr(0)") = max(k — m,0).

Quitte & permuter les blocs de Jordan, on peut supposer que g = -+- = p et u1 # pj si j > k. La
matrice J — pu1 I, se décompose en blocs dont seuls les k premiers sont non inversibles. Ainsi, pour
tout m =0,

rg(J — u1l,)™ = max(n; — m,0) + -+ + max(ng — m,0) + Ngyq + -+ + Ny

11 suit que
rg(u— pidp)™ ™ —rg(u— puidp)™ = dspm,

oudzpm =#{1< j<k|n;j=m}estlenombre de blocs de Jordan de taille > m et d’éléments diagonaux
1. Par conséquent, d- ;, est uniquement déterminé par u (le rang ne dépend pas de la base). Comme
le nombre de blocs de Jordan de taille m et d’élément diagonaux A, est d = dx, — d=m+1, il suit que d
est uniquement déterminé par u. O

7 Formes bilinéaires

Définition 7.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application @ : E x E — K est une forme bilinéaire
si pour tout x € E les applications y — ®(x, y) et y — ®(y, x) de E dans K sont des formes linéaires.
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7.1 Ecriture dans une base
e Soit ®: E x E — K une forme bilinéaire et & = (ey,..., e;) une base de E. Par bilinéarité, on a

O(x1e1+---+xpey, Y101+ +ypey) = Z x;yj®le;, ej).

1<i,jsn

Considérons la matrice M = (®(e;, e));,;. Soient x,y € E, X = [x]g, Y = [ylg. La formule précé-
dente s’écrit
d(x,y) = 'XMY.

La matrice M est appelée la matrice de @ dans la base & et sera notée [D]¢.

« Soit & une autre base de E et soit P = 97’5 la matrice de passage de la base & alabase &'. Alors
X=PX' etY =PY', ol X' = [x]er et Y = [y]er. Soit M’ la matrice de ® dans la base &'. On
obtient ainsi

X'M'Y'=®(x,y)='XMY ='X""PMPY’,
donc
[®]gr = "P[D]gP.

7.2 Dualité

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel de dimension n, 'ensemble E* des formes linéaires
sur E (i.e. des applications linéaires E — K) est un [K-espace vectoriel de dimension n.Si & = (ey, ..., ey)
est une base de E, on définit une base £&* = (e], ..., e;,) de E*, en posant

*
e; (x1e1+---+xpen) = X;.

¢ Toute forme linéaire u sur E s’écrit

n
u= Z u(ee;
i=1
et tout vecteur f de E s’écrit

n
=> e (e
i=1
Si& =(f1,..., fu) estune autre base de E on en déduit que
@i =e; (fy).

o Il existe une application ev: E — E** définie par ev(f) = [¢ — ¢(f)] qui est clairement injective.
Comme dimE** = dim E* = dimE, 0 est un isomorphisme. Si E = ({4,...,¢,) une base de E*,
on peut donc définir sa base antéduale & = (f1,..., fn) par fj = ev‘l(g‘;), si bien que &;(f;) =
ev(fj)(&) = é;f (i) =6, etdonc &* = =. Comme

el = i_fle; Ff
on en déduit que
25 ='2].
¢ Soit ® une forme bilinéaire sur E. On lui associe une application linéaire 8¢ : E — E* en posant
O (x)(y) = P(x, y).
On note [®]g = (a;,j). On a

D(xier+-+Xpep, 11+t ynep) = ) aijxiyi= Y, aijxie;(y),

1<i,j<n 1<i,j<n
donc
Op(x) = Z a,-,jxie;.
1<i,j=<n
En particulier 0¢(e;) = Z;?Zl al-,je;f et donc
®]g = [00]% . 3)
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7.3 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques
Définition 7.2. On dit qu'une forme bilinéaire ® sur E est symétrique si
V(x,y) € E?, ®(x,y) = O, x).

Définition 7.3. Une application Q: E — K est une forme quadratique si il existe une forme bilinéaire
symétrique @ sur E telle que
VxeE, Q(x) =d(x,x).

Q est appelée la forme quadratique associée a la forme bilinéaire ®.

Proposition 7.4 (Formule de polarisation). Soit ® est une forme bilinéaire symétrique, et Q la forme
quadratique associée a ®. Alors

1 1
V(x,y) € E%, ®(x,y) = E(Q(x+ V-0 -Q() = Z(Q(x+y) -Qx—-y).

Démonstration. Développer les termes de droite, en utilisant la bilinéarité et la symétrie de . O

Cette proposition veut donc dire que la forme quadratique Q détermine la forme bilinéaire symé-
trique @, que I'on appelle forme polaire de Q.

Remarque 7.5. Si ® est une forme bilinéaire symétrique sur K", alors sa matrice A = (a; ;) dans la
base canonique est symétrique. Pour tout x € K" on a
L 2 - 2
Q) =D(x,x) =) ajiX; + ) ajjXiXj= ) GjiX; +2 ) a;jXiX;.
i=1 i#] i=1 i<j

par symétrie de A. Cette formule permet réciproquement d’écrire la matrice A, a partir de la forme
quadratique. Par exemple, considérons la forme quadratique sur K® définie par

Qx) = x% + 2x§ + ng +4x1X2 +5X2Xx3 +6Xx3X].

La matrice de la forme bilinéaire associée est alors

1 2 3
2 2 5/2].
3 5/2 3

7.4 Formes quadratiques définies

Définition 7.6. Une forme bilinéaire symétrique ® sur E est dite non dégénérée si, pour tout x € E,
(VyeE,®(x,y)=0=x=0.

Remarque 7.7. Dire que ® est non dégénérée se traduit en disant que I'application linéaire induite
0¢ : E — E* est injective (et donc bijective). D’apres (3), cela équivaut a dire que la matrice de ® dans
une base quelconque est inversible, ou encore que son déterminant est non nul.

Définition 7.8. Une forme bilinéaire symétrique ® est dite définie si
VxeE,®(x,x)=0=x=0.
Proposition 7.9. Si une forme bilinéaire symétrique @ est définie alors elle est non-dégénérée.
Démonstration. Soit x € E tel que O (x) = 0. Alors ®(x, x) = 0 (x)(x) =0, donc x =0. O
Remarque 7.10. La réciproque est fausse. Ainsi, la forme bilinéaire symétrique ® sur R? définie par
D((x1,x2), (1, ¥2)) = X1y2+ X211

est non dégénérée, mais elle n’est pas définie, puisque ®((1,0), (1,0)) = 0.
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Proposition 7.11. Soit Q une forme quadratique définie sur un R-espace vectoriel. Alors
— soitVx € E, Q(x) >0 (ondit alors que Q est définie positive),
— soitVx € E, Q(x) <0 (ondit alors que Q est définie négative).
Démonstration. On suppose par 'absurde qu'il existe x,y € E tel que Q(x)Q(y) < 0. On remarque
d’abord que x et y ne sont pas colinéaires. En effet si x = 1y alors Q(x) = A>Q(y), donc ils sont de
meéme signe.
On considere la fonction y(f) = Q(tx+ (1 - 1) y), t € R. C'est un polynéme en ¢ et on a y(0)y (1) <O0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € R tel que y(#) = 0. Comme Q est non
dégénérée, il suit que tx+ (1 — 1)y =0, donc x et y sont colinéaire, une contradiction. O

7.5 Réduction d’'une forme quadratique en somme des carrés

Traitons d’abord des exemples.
Exemple 7.12. Considérons la forme quadratique sur R? définie par
QUx1, X2, X3) = X7 + X1 Xp + X2 X3 + X3X].

On va essayer de I'écrire sous une forme plus maniable. Pour cela, commence a voir 1'expression
xf + x1(x2 + x3) comme le début d'un carré.

X2 + X3

2 ]
1 2
2 ) 4(x2+x3) .

xf +x1 (%0 + x3) = (xl +

11 suit donc que

Xp+x3)2 1
Q(x1,x2,x3) = (X1+T) —Z(xZ+x3)2+x2x3
x2+x3)2 1 2
=X+ —=—=| —=(x2—x3)".
( 1 2 4( 2 — X3)

Exemple 7.13. On considere la forme quadratique
L(x1, X2, X3) = X1 X2 + X2 X3 + X3X1.

Ici, on ne peut pas faire apparaitre le début d'un carré ; on va procéder autrement en faisant apparaitre

un produit
1
L(x) = (x1 + x3) (X2 + X3) — X5 = n

1
(X1 +x2+ ZX3)2 2 (%1 — xg)2 - x?Z,.

Dans chacun des deux exemples, on a transformé la forme quadratique en combinaisons linéaires
de carrés de formes linéaires. Le théoréme suivant formalise ceci.

Théoreme 7.14. Soit Q une forme quadratique sur un K-espace vectoriel de dimension n. Alors il
existe des formes linéaires fi,..., fr sur E, qui sont linéairement indépendantes, et des éléments non
nuls aj, ..., ar €K tels que

Vx€E, Q) = a fi(x)* +---+a, fr(x)°.

Remarque 7.15. Remarquons tout de suite que, puisque les formes linéaires f; sont linéairement
indépendantes, onar < n.

Remarque 7.16. Il faut aussi noter que la famille de formes linéaires qui interviennent n’est pas
unique, comme le montrent les deux écritures suivantes d'une forme quadratique sur R? :

255 +2x5 = (x1 + x2)° + (x1 — x2)°.
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence forte sur la dimension n.

Pour n = 1, c’est évident puisque une forme quadratique sur K s'écrit Q(x) = ax?.

Supposons le résultat vrai pour toute dimension k < n. Considérons une forme quadratique non
nulle Q(x) = 1 4, ,x +23.i<jai,jx;ixj décomposée dans une base quelconque. On distingue deux
cas.

Cas 1 : au moins 'un des coefficients a; ; est non nul. On choisit le premier, que 'on suppose étre
ay,1 # 0 sans perte de généralité, et écrivons

n
Q)= a1 xi +2x1 Y a1,jXj+ R(xz,..., Xp).
j=2

On voit dans les deux premiers termes le début d'un carré, que I'on fait donc apparaitre, en regrou-
pant tous les termes en trop dans un terme S(xp,...,Xy) :

2
Qx) =ai, (xl + Z —xj) +8S(X2,..., Xn).
j=2 ay
S(x2,...,X,) est une forme quadratique en (n — 1) variables, qu’on peut donc décomposer en
S(XZr---yxn) = aZ_fZ(XZIH-)xn)Z +eeet arfr(xz;--wxn)zy

ol f5,..., fr sontlinéairement indépendantes. En posant

) =x1+ Z —x],

aii
les formes fi, ..., f; sont indépendantes et on a
QW) = a i)* +---+a, f (0)°.

Cas 2 : Tous les coefficients a;,; sont nuls. Alors au moins un coefficient a;,; est non nul. Suppo-
sons donc sans perdre de généralité a; » # 0, et écrivons

n aZ,j n al,j
Q) =aiz|x1+ Y —=xj|[x2+ Y —=xj|+Rxs,...,xn).
j=3 91,2 j=3 41,2

Le produit qui intervient dans cette expression peut se transformer, par la formule
1 1
b=-(a+b)*--(a-b)?
2 ( ) 2 ( )

en combinaison linéaire des carrés de deux formes linéaires indépendantes. En appliquant I'hypo-
these de récurrence a R(xs, ..., X;), on obtient le résultat recherché. O

Remarque 7.17. Cette preuve est constructive : I'algorithme qui en découle s’appelle la réduction
de Gauss. Nous verrons plus tard dans le cas réel une autre maniere d’obtenir une décomposition
en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires deux a deux orthogonales. Ce sera une consé-
quence de I'orthodiagonalisation des matrices symétriques réelles.

7.6 Invariants d'une forme quadratique

On a vu que I'écriture
QW) = ar filx)* +--+a, f(x)°

ol les a; sont non nuls, et les f; sont des formes linéaires linéairement indépendantes, n’est pas
unique. Cependant certaines données numériques de cette décomposition ne dépendent que de Q,
et pas de la décomposition choisie. Grace a 7.1, on peut parler du rang d'une forme bilinéaire.
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Théoréme 7.18 (Théoréme d’inertie de Sylvester). Soit Q une forme quadratique sur un K-espace
vectoriel de dimension n. Le nombre r de formes linéaires qui interviennent dans une décomposition
de Q est égale au rang de la forme polaire de Q.

Démonstration. Soit Q une forme quadratique sur un [K-espace vectoriel de dimension n, et considé-
rons des formes linéaires, linéairement indépendantes, fi,..., f; telles que Q = a; f12 +-+a, f?, avec
les a; non nuls. Complétons fi,..., f; en une base fi,..., f, de E*. On peut trouver alors une base
& = (ey,...,e,) de E tel que fi(e;) = 6;,; (base antéduale, cf 7.2). Soit ® la forme polaire de Q. Alors on
peut vérifier que

1
O(ejej) = E(Q(ei +ej)—Q(e)) —Qlej) =0 jai.

La matrice de ® dans la base & est alors

M:(%‘%) ou A=

Lentier r est donc le rang de . O

a) 0

Théoréeme 7.19 (Théoreme d’inertie de Sylvester sur R). Soit Q une forme quadratique sur un R-
espace vectoriel E de dimension n. Soit

QW) = a1 fi(X)* + -+ a5 f5 (0% = Asr1 for1 (0)* =+ = forr (X)?

une décomposition de Q en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépen-
dantes, avec Vi, a; > 0. Alors les nombres s et t ne dépendent que de Q et pas de la décomposition
choisie.

Définition 7.20. Le couple (s, ) est appelé la signature de Q.

Démonstration. On cherche a exprimer s et t comme des invariants dépendant uniquement de Q.
Complétons la famille libre fi,..., fs+; en une base fi,..., f, de E*. Soit & = (ey,...,e,) la base de E
antéduale. Introduisons les sous-espaces vectoriels F = Vect(ey, ..., e5) et G = Vect(es+1,...,€n).

D’abord, la restriction Q|r est définie positive, et on a dim F = s. D’autre part, si F’ est un sous-
espace vectoriel de E tel que Q|g est définie positive, alors dim F’ < s. En effet, dans le cas contraire,
on aurait dim F’ + dim G > n, donc F' N G # {0}. Soit x un élément non nul de F' N G. On a Q(x) >0
puisque x € F’, mais Q(x) < 0 puisque x € G, ce qui conduit a une contradiction.

Il résulte du raisonnement précédent que

s=max{dim V' | V sev de E tel que Q|y définie positive}
Un argument analogue montre que
t =max{dim W | W sev de E tel que Q| définie négative}. O
Remarque 7.21. Nous verrons plus tard que s (resp. ) est le nombre de valeurs propres strictement
positives (resp. négatives) d'une matrice représentant la forme polaire de Q.aa
8 Espaces euclidiens

Définition 8.1. Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symé-
trique définie positive. On note (x, y) le produit scalaire de x et y. Un espace vectoriel de dimension
finie muni d'un produit scalaire est appelé un espace euclidien.

Définition 8.2. Si E est muni d'un produit scalaire, pour tout x € E on note || x| = v/{x, x).
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Exemple 8.3. Dans R”, le produit scalaire usuel (ou canonique) est défini par
n X1 N
=Y xiyi si x=|: | y=
i=1
' Xn Yn

Exemple 8.4. Sur R? considérons I'application (-, —) définie par

(X, ) =X1y1 +2X2)2 +3x3Y3 + X1 )2 + X2 ¥1.

Vérifier que cette application définit un produit scalaire sur R3.

8.1 Norme d’un vecteur, angle non orienté

Soit (E, (—,—)) un espace euclidien. La norme d'un vecteur x € E est définie par

lxll = v/{x, x).

Un calcul direct donne
2(x,y) = lx+ ylI> = I xI* = I yl%.

Lemme 8.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour toutx,y€ Eona

[<x, )] < Ixlliyl,
légalité ayant lieu si et seulement si x et y sont liés.
Démonstration. Si y =0 alors c’est évident. On suppose maintenant que y # 0. Pour tout A e R, on a
lx+Ayl? =0,
et donc
IyIZA% +2¢x, yYA + [l xII* = 0.

En considérant le trindbmeen A : f(A) = || yllzﬂt2 +2(x, A+ x|I? = 0, on en déduit que le discriminant
simplifié est < 0, donc )

[¢x, )| = Iy,
d’ou1 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Si |<x, y)| = lxllllyl, alors il existe un A € R tel que [|x+ Ay| =0,
donc x+ Ay =0, donc x et y sont liés. O

Proposition 8.6. Lapplication ||.|| définie par || x| = v/{x, X) est une norme, appelée norme associée au
produit scalaire {,—, —), i.e. elle vérifie les propriétés suivantes :

L. [ Axll =|Allx|l, pour tousx € E, L€ R;
2. Ix|l=0ex=0;
3. inégalité triangulaire : pour tout x,y € E,
lx+yl<lxll+1yl,
de plus, I'égalité a lieu si et seulement si il existe L =0 tel quex = 1y ou 'y = Ax.

Démonstration. Les propriétés 1) et 2) sont évidentes. Montrons I'inégalité triangulaire. Par I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, on a

lx+ ylI? = Ixll® + 1y 1% +2¢x, )
< xl® + IyI® +2]¢x, )|
< I xlI® + Iyl + 20 xl Iyl
= (Ixll+ 1yh?,

donc [ x+ yll = x|l + llyll. Supposons que [|x+ yll = x|+ [lyll. Si y = 0 alors y = Ax avec A = 0. On
suppose que y # 0. Alors on a égalité dans I'inégalité de Cauchy Schwarz, donc x = 1y avec 1 € R. Or
(x,y) =lxllyll, donc /1||y||2 =|A| ||y||2, et comme || y|l #0, on déduit que A =|A]| = 0. O
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8.2 Orthogonalité, bases orthogonales, bases orthonormées

Soit (E, (—,—)) un espace vectoriel euclidien.

Définition 8.7. Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si (x, y) = 0. On note alors x L y. Si A est
un sous-ensemble de E, on appelle orthogonal de A, noté AL, ’ensemble

At ={xeE|(x,a)=0,Vae A}.
Si u € E, on note u* = {u}*. Un argument direct donne 0+ = E et E+ = {0}.
Proposition 8.8. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A est un sous-espace vectoriel de E.

La proposition suivante donne une caractérisation de I'orthogonalité des vecteurs en fonction de
leurs normes. C’est une version vectorielle du théoréme de Pythagore.

Proposition 8.9. Pourx,y€ E,ona
x Ly llx+yl? = lxl® +1y1? = lx - yI* = 1x1® + 1y,
Proposition 8.10. Soitu € E, u# 0. On aVect(u)* = u' et
E=ut ® Vect(u).
En particulier dim u* = dim E — 1.

Démonstration. Un vecteur x est orthogonal a u si et seulement si il est orthogonal a Au pour tout
A€ R, donc ut = Vect(u)*L.

Si x € ut NnVect(u), alors x = Au avec A € R et {x,u) =0, donc A = 0, puis x = 0. Pour tout x € E,
on écrit x = (x — Au) + Au avec A = |ul~2(x, u). On a (u,x — Au) = 0, donc x— Au € ut, donc E =
ut o Vect(w). O
Définition 8.11. Soit & = (ey,...,e,) une base de E.

1. Labase & est dite orthogonale si {e;, e;) = 0 pour tous i # j.

2. Labase & est dite orthonormée si {e;, e;) = §;,; pour tous i, j.

€1

Remarque 8.12. Si (e,..., e,) est une base orthogonale de E alors (”6—1”, e “iﬁ

) est une base ortho-
normée de E.

Exemple 8.13. La base canonique de R” est orthonormée pour le produit scalaire usuel.
Théoréeme 8.14. Dans un espace euclidien E il existe toujours une base orthonormeée.

Démonstration. 1l est suffisant de montrer qu’il existe une base orthogonale. On le montre par ré-
currence sur la dimension 7 de E. Si n = 1 toute base est orthogonale. On suppose n = 2 et que tout
espace vectoriel euclidien de dimension n—1 admet une base orthogonale. Soit E un espace euclidien
de dimension n, et soit v € E, v # 0. Le sous-espace v' admet une base orthogonale (ey,...,e,_1). La
base (ey, ..., en—1, V) est bien orthogonale. O

Remarque 8.15. Soit & orthonormée, (x, y) € E2, et X = [x]g, Y = [y]s. Alors
(x,y) ="'XY.

Proposition 8.16. Pour tout sous-espace vectoriel F d'un espace euclidien E, on a
1. E=FoF*, dimF' =dimE-dimF;
2. (FHt=F.
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Démonstration. Si x € Fn FL alors x L y pour tout y € F, en particulier, x L x, donc x = 0. Cela im-
plique que FNF* = {0}. Soit (ey, ..., ex) une base orthonormée de F, et soit x € E. Soit y = Z?Il (x,ejej,

on calcule (x—y,e;) =0, pour tout j, donc x—y € F*, donc x = y+(x—y) € F+F*.Ilsuitque E = Fo F.
Pour le deuxieme point, on remarque d’abord que F < (F+)*. De plus, d’apreés le premier point on
a
dim(FH)* = dimE - dim F* = dim E — (dim E — dim F) = diim F;

donc F = (FH*L. O

Théoreéme 8.17 (Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soit (xy, ..., Xx,) une base d'un es-
pace euclidien E. Alors il existe une base orthonormée (y1, ..., yn) de E telle que

Vk=1,...,n, Vect(xy,..., x) = Vect(y1,..., ¥i)-

Démonstration. Par récurrence sur k. On pose
X1
y=-—-
1

Supposons qu’on ait déja trouvé une famille orthonormée (yy, ..., yx) telle que
Vect(xy,...,x;) = Vect(y1,..., ).

On pose
y§c+1=x/c+1— Z (Xka1, Vi) Vi

I<isk
et on vérifie (y, ,,yj) = 0 pour tout 1 < j < k. On définit ensuite

/

J/k+1
A

YVk+1 =

si bien que la famille (y1,..., yx+1) ainsi obtenue est orthonormée et

Vect(xy,...,Xk+1) = Vect(y1,..-, Yi+1)- O

8.3 Le groupe orthogonal
Définition 8.18. On dit qu'une matrice A € GL,(R) est orthogonale si A~! = “A. On note
0,(R) ={AeGL,(R) | 'AA= A'A=1,}.

Exemple 8.19. Soient & et &# = (fi,..., f») deux bases orthonormées de R". Alors P = 9’5 € 0,(R).
En effet

('PP);j ="1filelfile = (fi, [} = 6i .
Exemple 8.20. La matrice

est orthogonale car AA = I3 ou simplement car les vecteurs colonnes forment une base orthonormée
de R3.

Proposition 8.21. Lensemble O, (R) est un sous-groupe de GL; (R).

Démonstration. Soient A, B € O0,,(R). On a (AB)™1 = B~1 A7 = 'B!A = {(AB) donc AB € 0,,(R). Aussi
(A H1=4=%(A")donc A e O,(R). 0

Remarque 8.22. Si A€ O,(R), on a det(A)? = 1 donc det(A) € {+1}. Le sous-groupe
SO(n,R) = 0,®) ndet™ (1)

est appelé groupe spécial orthogonal.
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Définition 8.23. Soit f € Z(E) un endomorphisme. On dit que f est un endomorphisme orthogonal
(ou une transformation orthogonale ou une isométrie vectorielle) si

Y(x,y) € E%, (f(x), f()) = (x, ).
On note O(E) 'ensemble des endomorphisme orthogonaux de E.

Proposition 8.24. Soit f € £(E) un endomorphisme. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f estorthogonal;
@) 1 f)l = llxll, pour tout x € E;
(iii) V& base orthonorméedeE, [flg € O,(R);
(iv) 3& base orthonormée de E telle que [flg € O, (R).

Démonstration. (i) = (ii) est triviale. Montrons (ii) = (i). Soient x, y € E. On a par polarisation puis
linéarité de f,

20F ), FO = 1F @)+ FWDIP =1 F@I* =1 FQI?
=Ifx+PIE=If@IF=1f oI
= llx+yI> = x> = lyl?
=2(x, )

comme souhaité.
Montrons (i) = (iii). Soit & = (ey, ..., e;) une base orthonormée de E, et (x, y) € E%2.Onnote X,Y, A
les matrices respectives de x, y, f dans &. Alors

XY =(x,y) = (f(20), f) = (AX)AY = 'X("AA)Y. (4)

C’est vrai pour tous x, y donc par non dégénérescence du produit scalaire canonique sur R” on ob-
tient I, = "AA comme attendu. Il est clair que (iii) = (iv), et (iv) = (i) grace a (4). O

Proposition 8.25. Lensemble O(E) est un sous-groupe de GL(E).

Démonstration. Pour toute base & on a un isomorphisme de groupes ¢¢ : GL(E) — GL,(R) donné
par f — [flg. D’apres la proposition précédente on a O(E) = (p;al (0, (R)), d’ ot le résultat. O

Remarque 8.26. On note SO(E) = {f € O(E) | det f = 1} le groupe spécial orthogonal de E.

Exercice 8.27 (Décomposition QR). Montrer grace a I'algorithme de Gram-Schmidt que toute ma-
trice inversible A peut s’écrire comme le produit QR d’'une matrice Q € O, (R) et d'une matrice trian-
gulaire supérieure réelle R a coefficients diagonaux strictement positifs.

8.4 Endomorphismes symétriques d'un espace euclidien

Soit (E, (-, —)) un espace vectoriel euclidien de dimension r.
Notation 8.28. Pour tout u € £(E) on définit 8, : E — E* par 8,(y) = (u(-), y), c’est-a-dire
VxeE, 04 (x)={(ux),y.
Remarque 8.29. Par non dégénérescence du produit scalaire on a 64 inversible.
Définition 8.30. Pour tout u € £(E) on définit u* =0, ! 00, € L(E).
Proposition 8.31. Pourtousue Z(E)etx,ye Eona
(x, u* () = (u(x), y).

Pour toute base orthonormée &, on a[u*le = {ulg.
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Démonstration. Pour tous x,y€ Eona
(x,u" () =0ia(u* (M)(x) = Big o u™) () (x) = 0, () (x) = (u(x), y).

Soit ensuite une base orthonormée &, on note A, A*, X, Y les matrices respectives dans & de u, u*, x, y.
Légalité précédente s’écrit
XA*Y =1AX)Y = 'X"AY,

vrai pour tous X,Y donc on conclut a nouveau par non dégénérescence du produit scalaire cano-
nique sur R”. O

Définition 8.32. Un endomorphisme u: E — E est dit symétrique (ou auto-adjoint) si u* = u.

Exemple 8.33. Toute projection orthogonale est symétrique. En effet soit p la projection sur un sous-
espace F parallelement & F*. Pour tous x, y € Eona x — p(x),y — p(y) € F*+ donc

(p(x),y) =(px), p(y)) =<{x, p(y)).

Remarque 8.34. Un endomorphisme de E est symétrique si, et seulement si, sa matrice dans une
base orthonormée est symétrique.

Proposition 8.35. Toutes les valeurs propres complexes d'une matrice symétrique réelle sont en fait
réelles.

Démonstration. Soit A une valeur propre (a priori complexe) d'une matrice symétrique réelle M. 11
existe un vecteur X € C", X # 0 tel que MX = AX. En prenant le conjugué, on obtient MX = 1X,
puisque M est réelle. En prenant ensuite la transposée, on obtient ‘XM = AX, puisque M est symé-
trique. En multipliant ceci avec X, on obtient

ACXX) ="'XAX) ="X(MX) = (XM) X = A('X X).
Comme (X X) = |x112+---+]x,]% > 0, il suit que A = A est un nombre réel. O
Théoreéme 8.36. Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Si n =1, il y arien a démontrer.
On suppose que le résultat est vrai pour tout espace euclidien de dimension < n —1.
Soit (E, (—,—)) un espace euclidien de dimension #, et soit u € £ (E) un endomorphisme symé-
trique. D’apres la proposition 8.35, il existe une valeur propre réelle 1; et un vecteur propre non nul
e1, choisi de norme 1. L'espace F = elL est stable par u. En effet, si x € F alors

(u(x),e1) =(x,ule1)) =(x,Ae;) =0,

donc u(x) € F. Lespace F étant de dimension n—1, ’hypotheése de récurrence s’applique a F : il existe
une base orthonormeée (e, ..., e,) de F dans laquelle la matrice de ur est diagonale. Par conséquent,
u est diagonalisable dans la base orthonormée (ey, ..., e,). O

Ce théoreme se reformule en termes matriciels si on considére R"” muni de sa structure eucli-
dienne canonique.

Théoreéme 8.37. Pour toute matrice symétrique réelle M, il existe une matrice orthogonale P telle que
'PMP soit diagonale.

Remarque 8.38. Soit Q une forme quadratique sur E euclidien, et ® sa forme polaire. Soit & une base
orthonormée. Alors le spectre de [®]¢ ne dépend pas du choix de cette base orthonormée. En effet, si
& en est une autre et P désigne la matrice de passage de & a %, on sait que P € O(E) donc

[®]5 = 'P[®]gP = P~ [D]gP

En fait il existe une maniére intrinseque d’associer un endomorphisme symétrique u a Q. Soit @ sa
forme polaire et ¢ : E — E*, x — ®(x,—) comme précédemment. On pose alors u = 7! 004 o1
0:E— E*, x—(x,—). Alors pour tous x,y € Eona

(u(x), yy =0(u(x))(y) =0 () (y) = @ (x, y)

donc u est symétrique, Q(x) = (x, u(x)), et [ulg = [P]g pour toute base orthonormée.
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Remarque 8.39. Soit Q une forme quadratique sur E = R”. Soit M la matrice symétrique de sa
forme polaire dans la base canonique, puis P orthogonale telle que ‘PMP = D = diag(A4,...,Ap)
avec A,...,As > 0 et Ag41,...,As4r < 0 (éventuellement s ou ¢ peut étre nul). Soit X = (x1,...,%,) €
E, on a Q(X) = '’XMX = 'XPD!'PX. On définit des formes linéaires ¢; indépendantes par ‘PX =
(p1(X),..., (X)) sibien que
Q= Y Aig?
l<i<n

etla signature de Q est donnée par (s, #). Par ailleurs les matrices des f¢; dansla base canonique sont
les transposées des colonnes de P, qui forment une famille orthonormée.

Pour Q quadratique sur E euclidien quelconque, soit u I'endomorphisme symétrique de E défini
dans 8.38. Soit & = (fi,..., f) une base orthonormée de diagonalisation, ou1 u(f;) = 1; f;. Alors pour
tout x =Y 1<j<p Xifiona Q(x) = (x,u(x)) =Y 1<i<n A,-xl? car & orthonormée, et donc

Q=Y Afi=¥= Y M2
1<i<n 1<i<n

En effet étre orthonormée signifie précisément que (f;, —) = f".

Quand Q est définie positive dans un espace euclidien on dispose de deux normes que 'on sait
équivalentes. On peut expliciter les constantes de comparaison :

Corollaire 8.40. Soit Q une forme quadratique définie positive sur un espace euclidien E. Soit 1) <
.-+ < A, son spectre ordonné. Alors pour tout x € E ona

Mllxl? = Qo) < Anllx]?
et ces inégalités sont optimales.

Démonstration. Méthode 1. Soit & une base orthonormée de E. et M la matrice de la forme polaire
de Q dans cette base. Elle est symétrique donc il existe P € O, (R), ot n = dim E, telle que '‘PMP=D=
diag(A1,...,A,). Soit alors x € E de matrice colonne X dans & et Y = 'PX = (¥i)1<i<n. On a

Q) ='XMX ='XPD'PX="YDY = ¥ A;y?.

1<i<n

On adonc
MY VisQWsAn Y vt

1<isn 1=isn
mais comme P est orthogonale, } 1<j<, yl? =Y 1<i<n xl?, et comme & est orthonormée, cette quantité
est bien | x||2. On a égalité a gauche (resp. droite) si y; = 6;,1 (resp. y; =8 ).
Méthode 2. Soit u I'endomorphisme symétrique de E défini dans 8.38. Soit & = (fi,..., f) une base
orthonormée de diagonalisation, ou1 u(f;) = A; f;. Alors pour tout x = Y"1 <;<, X; fi ona Q(x) = (x, u(x)) =
Yi<i<n /ll-xl? car & orthonormeée, et on conclut car pour la méme raison [|x[|> =¥, <;<,, xl?. O
8.5 Polyndomes orthogonaux
8.5.1 Généralités

Soit I unintervalle deR et w: I — R} une fonction continue telle que pour tout P € R[X] I'intégrale
fIPw converge. Dans la suite on note E = R[X] et E;,, = R[X],, pour tout entier n = 0.

Proposition 8.41. La forme bilinéaire symétrique (—,—) : E x E — R définie par

(P,Q)HfIPQw

est un produit scalaire.

Démonstration. La fonction P?w est continue et positive sur I donc si (P, P) =0, on a P(£)’>w(t) =0
pour tous ¢ € I. Mais w(¢#) >0 donc P a une infinité de racines, et donc P est le polynéme nul. O
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Définition 8.42. On parle d'une famille (P,),en de polynédmes orthogonaux si par ailleurs elle est
échelonnée : deg(P,) = n.

Remarque 8.43. Toute famille de polyndme orthogonale est en particulier une base.

Proposition 8.44. Il existe une famille de polynémes orthogonaux. Si (Pp,) nen et (Qp) nen en sont deux,
alors P, et Q,, sont colinéaires pour tout n € N.

Démonstration. On obtient I'existence en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la base cano-
nique. Ensuite, on a P, et Q,, qui sont dans la droite E,, N Efl-_l. O

Corollaire 8.45. Soit u un endomorphisme symétrique de E qui stabilise tous les E,, avec un spectre
simple sur chaque E,,. Alors une base est propre pour u si et seulement si c’est une famille de polynémes
orthogonaux.

Démonstration. Soit n donné. La matrice de u dans la base canonique de E,, est triangulaire supé-
rieure a diagonale (14,...,1,) ol les A4 sont tous distincts. Ceci implique que tout vecteur propre as-
socié a Ay est dans Vect(1, X,..., X¥) = E, avec un coefficient non nul selon X*. Ainsi la base propre
pour u est non seulement orthogonale, mais aussi échelonnée, et on conclut grace a la proposition
précédente. O

La proposition suivante est claire (et vraie en remplacant X par n'importe quel polynéme donné).

Proposition 8.46. Lendomorphisme de E donné par la multiplication par X est symétrique.

8.5.2 Racines

Définition 8.47. Pour tout n € N on note p, € £ (E,) la projection orthogonale de E,, sur E,_; et
T, € £L(E,—1) défini par T, (P) = p(XP).

Remarque 8.48. (i) En particulier pour toute famille (Pj);en de polyndmes orthogonaux on a
pn(Pp) =0 pour tout n = 0.
(ii) D’apres 8.33, p,, est symétrique pour le produit scalaire induit sur E,,.
Proposition 8.49. Soit (Py,),en Une famille de polynémes orthogonaux. Lendomorphisme T,, est sy-

métrique, son spectre est simple et ses valeurs propres sont les racines de P,,. Lespace propre associé a A
est engendré par le quotient de P,, par X — A.

Remarque 8.50. En particulier P, est simplement scindé et on retrouve la “pseudo-unicité” de 8.44.
Démonstration. On sait que p, est symétrique, donc pour tous LQe€ E,,_; ona
(Tn(P), Q) ={pa(XP),Q) =(XP pn(Q)) = (BXQ)=(pn(P),XQ)=<(P T,(Q)).
~—— 8.6
=Q

Soit A une valeur propre de T, et Q propre. Déja deg(Q) = n—1, sinondeg(Q) < n—1et AQ = p,(XQ) =
XQ ce qui n'est possible que si Q = 0. Mais alors il existe S € E,,_; et @ € R* tels que XQ = aP, + S,
et vu que p,(P,) =0, on obtient AQ = T,(Q) = pn(S) =S, donc (X — 1)Q = aP,. Les espaces propres
sont en particulier des droites et on obtient le résultat. O

Remarque 8.51. Attention dans la preuve ci-dessus la multiplication par X n’est pas un endomor-
phisme de Ej,. Par ailleurs la composée de deux endomorphismes symétriques n’est en général pas
symétrique.
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8.5.3 Lexemple des polynémes d’'Hermite

s 2 Co .
On considére I = R et w(t) = e~ /? qui vérifie bien que pour tout P € E, J; Pw converge, donc on

dispose d’un produit scalaire associé sur E. Soit u € £ (E) défini par u(P) = P" — XP'. Alors pour tout
teRona

_ tz/zi —12/2 pt
uP)(1) = e dt(e P(t)).

Proposition 8.52. Lendomorphisme u est symétrique, et stabilise tous les E,, oiL son spectre est simple,
donné par{—k| kel0,nl}.

Démonstration. Pour tous BQe Eona

), = [ w (wp) Qu= [ (wr) Q=[wP' QS [ wr'e
R R —— Jr
=0
et comme I'expression de droite est symétrique en P et Q on a bien u symétrique. La stabilité de E,,
est claire et implique que dans sa base canonique la matrice de u est triangulaire supérieure (vu que u

stabilies les Ej. pour k < n). On lit donc son spectre sur la diagonale, et on obtient le résultat souhaité
puisque le coefficient de X* dans u(Xk) est —k. O

Proposition 8.53. Soit h,, = w'"”. Alors H, = w™' h,, est une fonction polynomiale de degré n, de coef-
ficient dominant (—1)", et on a les relations suivantes pour tout n € N :
(i) Hy=XHy+ Hpt1;
(it) Hpyr=—-XHp—nHp1;
(iii) u(H,)=—-nH,.
Démonstration. Pourtout € Rona (w™Y(t) = rw™1(¢#) donc H,’l(t) =tH,(t)+H,+1 (1), ce qui prouve

par récurrence que H, est polynomiale de degré n, de coefficient dominant (—1)", et (i). Par Leibniz

ona
n

ath

hp(0) = (—te_ﬂ/z):_thn(t)—nhnfl

et donc (ii). Mais alors

u(H) (0 = 2 L (H,me ")

dt
_ tzlzi —12/2
= dt((tHn(t)+Hn+1(t))e )
_ tZIZi 1212
d
= —netzlzahn_l(t) =—ne” 2 h,(t) = —nHu(1). 0

Corollaire 8.54. Les polynomes dits d’Hermite (Hp) nen forment une famille de polynémes orthogo-
naux. Chaque Hy est solution de I'équation différentielle y" — xy'+ ny = 0.

Remarque 8.55. Lorthogonalité peut se montrer par le calcul. Par intégration par parties on obtient
pourtoutn=1ettout Pe E
(Hp,Py=—(Hy_1,P").

Ainsi par récurrence, si k < n,

(Hu, H) = () N Hy oy, HEY) = 0.
N——
=0
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