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Dans tout ce qui suit K désigne R ou C, et E ,F , G seront des K-espaces vectoriels.

1 Quelques rappels d’algèbre linéaire

Cette partie rappelle quelques notions déjà vues en L2 qui sont indispensables pour la suite.

1.1 Sous-espaces vectoriels

Un sous-espace vectoriel de E est un sous-ensemble non-vide X de E stable par combinaisons
linéaires :

∀(x, y) ∈ X 2, ∀(λ,µ) ∈K2, λx +µy ∈ X .

Un sous-espace vectoriel de E , muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire est un espace
vectoriel.

Si X et Y sont deux sous-espaces vectoriels de E , X ∩Y l’est aussi (mais en général X ∪Y ne l’est
pas !).

Si X et Y sont deux sous-espaces vectoriels de E , la somme X +Y est définie par

X +Y = {x + y | x ∈ X , y ∈ Y }.

C’est un sous-espace vectoriel de E .
Si x1, . . . , xr sont des éléments de E , l’ensemble de toutes les combinaisons lináiresα1x1+·· ·+αr xr

de x1, . . . , xr est un sous-espace vectoriel de E . On l’appelle le sous-espace vectoriel engendré par
x1, . . . , xr , et on le note Vect(x1, . . . , xr ). Si r = 1 on note Vect(x1) =Kx1.

Deux sous-espaces vectoriels E1, E2 sont dits en somme directe si E1 ∩E2 = {0}. Dans ce cas, un
élément x ∈ E1 +E2 s’écrit de manière unique comme u + v avec u ∈ E1 et v ∈ E2. La somme E1 +E2

est alors notée E1 ⊕E2.
De façon plus générale, si (Ek )1≤k≤r est une famille finie de sous-espaces vectoriels de E , on dit

qu’ils sont en somme directe si

∀(xk )1≤k≤r ∈
∏

1≤k≤r
Ek ,

∑
1≤k≤r

xk = 0 =⇒∀k ∈ [[1,r ]], xk = 0.

Dans ce cas, on note leur somme
⊕

1≤k≤r Ek . Il ne suffit pas d’imposer que les Ek sont en somme
directe deux à deux.

1.2 Familles libres, familles génératrices, bases

On dit qu’une famille (x1, . . . , xr ) d’éléments de E est une famille libre, ou encore que les éléments
x1, . . . , xr sont linéairement indépendants, si les droites (Kxk )1≤k≤r sont en somme directe.

Une famille (peut être infinie) (xα)α∈I d’éléments de E est dite libre si toute sous-famille finie de
(xα)α∈I est libre.

On dit qu’une famille (x1, . . . , xr ) d’éléments de E est une famille génératrice, ou encore que les
éléments x1, . . . , xr engendrent linéairement E , si Vect(x1, . . . , xr ) = E .

Une famille d’éléments de E est une base de E si elle est libre et génératrice.

Théorème 1.1 (Base incomplète). Si (x1, . . . , xr ) est une famille libre d’un espace vectoriel de dimension
finie E, alors il existe des éléments xr+1, . . . , xn tels que (x1, . . . , xn) soit une base de E.

Théorème 1.2. Si (x1, . . . , xr ) et (y1, . . . , ys ) sont deux bases d’un espace vectoriel E, alors elles ont le
même nombre d’éléments r = s. On appelle ce nombre la dimension de E, que l’on note dimE.

Ainsi, chaque élément de E s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs
d’une base donnée.

Proposition 1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et soit E = (e1, . . . ,en) une famille de n
vecteurs de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E est une base de E,
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(ii) E est une famille libre de E,

(iii) E est une famille génératrice de E.

Le théorème de la base incomplète entraîne que si X ⊂ Y sont deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie, alors dim X ≤ dimY et qu’on a X = Y si, et seulement si, dim X = dimY .

Théorème 1.4. Soient X et Y deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim X +dimY = dim(X +Y )+dim(X ∩Y ).

Soit E = (e1, . . . ,en) une base de E . Pour tout vecteur x ∈ E , on note [x]E le vecteur colonne dont
les coefficients sont les coordonnées de x dans la base E .

Soit F = ( f1, . . . , fn) une autre base de E . On note P F
E

= [
[ f1]E , . . . , [ fn]E

]
la matrice de passage de

la base E à la base F .
Alors les coordonnées d’un vecteur x dans les bases E et F sont liées par

[x]E =P F
E [x]F .

Par ailleurs, cette égalité entraîne que

P F
E =

(
P E

F

)−1
.

1.3 Applications linéaires

Une application u : E → F est dite linéaire si elle vérifie

∀(α,β) ∈K2, ∀(x, y) ∈ E 2, u(αx +βy) =αu(x)+βu(y).

Dans le cas où E = F , une application linéaire u : E → E est appelée un endomorphisme de E . L’en-
semble des applications linéaires u : E → F est un K-espace vectoriel noté par L (E ,F ) ; si E = F , on
notera simplement L (E) au lieu de L (E ,E).

On définit alors le noyau d’une application linéaire u : E → F par

ker(u) = {x ∈ E | u(x) = 0},

et l’image de u
Im(u) = {y ∈ F | ∃x ∈ E , u(x) = y}.

On déduit immédiatement de la linéarité de u que ker u est un sous-espace vectoriel de E et Im u est
un sous-espace vectoriel de F . La dimension de Im u est appelée le rang de u et est notée rg(u).

Théorème 1.5. Soit u : E → F une application linéaire. Alors

dimker(u)+ rg(u) = dimE .

On se rappellera bien ici que c’est la dimension de l’espace de départ de u qui compte.

Corollaire 1.6. Soit u : E → F une application linéaire avec dimE = dimF . Alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

— u est injective

— u est surjective

— u est bijective.
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1.4 Matrice d’une application linéaire

Soit u : E → F une application linéaire, et soient E une base de E et F une base de F . La matrice
de u relativement aux bases E et F est la matrice dont la colonne d’indice j est le vecteur colonne
des coordonnées dans la base F de l’image par u du j -ième vecteur de E . On note :

[u]FE = [[u(e1)]F , . . . , [u(en)]F ] .

Dans le cas où E = F , on remarque que
P F

E = [idE ]EF .

Dans le cas où u ∈L (E) et E est une base de E , on note simplement

[u]E = [u]FE .

Les coordonnées de l’image par u d’un vecteur x sont exprimées par

[u(x)]F = [u]FE [x]E .

Proposition 1.7. Soient E ,F,G des espaces vectoriels munis de bases E ,F ,G , et soient des applications
linéaires f : E → F et g : F →G. Alors

[g ◦ f ]GE = [g ]GF [ f ]FE .

Démonstration. En effet, pour tout x ∈ E , on a

[g ◦ f ]GE [x]E = [g ◦ f (x)]G = [g ]GF [ f (x)]F = [g ]GF [ f ]FE [x]E .

Corollaire 1.8. Soit u ∈L (E), et P =P E ′
E

la matrice de passage d’une base E à une autre base E ′. On a

[u]E ′ = P−1[u]E P.

1.5 Déterminant d’une matrice, déterminant d’un endomorphisme

Le déterminant d’une matrice carrée A = (ai j )1≤i , j≤n est défini par

det(A) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . .anσ(n),

où Sn est le groupe des permutations de l’ensemble {1, . . . ,n} et ε(σ) est la signature de σ.

Proposition 1.9 (Déterminant d’un produit). Si A et B sont deux matrices carrées de même taille taille,
alors

det(AB) = det(A)det(B).

Il résulte de cette propriété que, si P est une matrice carrée inversible, on a

det(P−1) = (detP )−1,

et que, si A et P sont des matrices carrées de même taille avec P inversible, on a

det(P−1 AP ) = det A.

Corollaire 1.10. Soit u : E → E un endomorphisme et soient E , F deux bases de E. Alors

det[u]E = det[u]F .

En d’autres termes, cette valeur est indépendante de la base qu’on utilise pour la calculer et ne
dépend que de u. On l’appelle donc le déterminant de u, et on la note det(u). L’expression du déter-
minant d’un produit entraîne que si u et v sont des endomorphismes de E alors

det(u ◦ v) = det(u)det(v).
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Proposition 1.11. Un endomorphisme est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Démonstration. Si u est inversible alors il existe v tel que u ◦ v = IdE . Il suit que 1 = det(u ◦ v) =
det(u)det(v), donc det(u) ̸= 0. La réciproque est vraie grâce à la formule de la comatrice.

Proposition 1.12 (Déterminant d’une matrice par blocs). Soit A une matrice qui s’écrit

A =
(

B D
0 C

)
,

où B et C sont des blocs carrés. Alors

det(A) = det(B)det(C ).

2 Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition 2.1. Soit u ∈L (E). Un sous-espace vectoriel F ⊂ E est dit stable par u si u(F ) ⊂ F . On note
alors uF = u|FF ∈L (F ) l’endomorphisme induit défini par uF (x) = u(x) pour tout x ∈ F .

Si F ⊆ E est stable par u, alors en complétant une base F de F en une base E de E , on obtient une
matrice triangulaire supérieure par blocs de la forme

[u]E =
(

B D
0 C

)
.

où B = [uF ]F et C sont carrées de taille dimF et codimF := dimE −dimF .

Définition 2.2. Soit u ∈ L (E) et λ ∈K. On note Eλ(u) = ker(u −λidE ) l’espace propre associé à u et
λ. On dit que λ est une valeur propre pour u si Eλ(u) ̸= {0}, et on appelle vecteurs propres les vecteurs
non nuls de Eλ(u).

Théorème 2.3. Soit u ∈L (E). Les espaces propres de u sont en somme directe.

Démonstration. On démontre par récurrence sur r que toute relation de dépendance linéaire
∑

1≤k≤r xk =
0, où xk ∈ Eλk

(u) pour une famille de scalaires (λk )1≤k≤r deux à deux distincts, est triviale.
Si r = 1, il n’y a rien à démontrer. On suppose que le résultat est vrai pour un r ≥ 1 et on montre

qu’il reste vrai pour r +1. Soit donc une relation∑
1≤k≤r+1

xk = 0, (1)

où xk ∈ Eλk
(u) pour des λk deux à deux distincts. On applique u pour obtenir∑

1≤k≤r+1
λk xk = 0. (2)

On retranche λr+1 fois (1) dans (2) : ∑
1≤k≤r+1

(λk −λr+1)xk = 0.

Comme le dernier terme est nul, on peut utiliser l’hypothèse de récurrence pour obtenir

∀1 ≤ k ≤ r, (λk −λr+1)xk = 0.

Comme λk ̸= λr+1 on déduit que xk = 0 pour tout 1 ≤ k ≤ r . Grâce à (1), il suit également que xr+1 =
0.

Comme conséquence immédiate on a :

Théorème 2.4. Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n a au plus n valeurs propres
distinctes.
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En dimension finie on notera par fois Sp(u) le spectre de u, soit l’ensemble de ses valeurs propres.

Définition 2.5. Un endomorphisme u de E est dit diagonalisable si E est la somme (directe) des
espaces propres de u.

Supposons notre endomorphisme u défini par une matrice M dans une base E . Si u est diagona-
lisable, il existe une base F de vecteurs propres pour u. La matrice D de u dans la base F est donc
diagonale, d’où la terminologie. On obtient alors, en utilisant la formule de changement de bases :

D = P−1MP

où P =P F
E

.

Théorème 2.6. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un endomorphisme de E qui possède n
valeurs propres distinctes est diagonalisable et ses espaces propres sont des droites.

Démonstration. On a

dim
⊕

λ∈Sp(u)
Eλ(u) = ∑

λ∈Sp(u)
dimEλ(u) ≥ ∑

λ∈Sp(u)
1 = n.

Ainsi⊕λ∈Sp(u)Eλ(u) = E et l’inégalité est une égalité : les espaces propres sont tous de dimension 1.

Définition 2.7. On dit qu’une matrice carrée M est diagonalisable si l’endomorphisme de Mn,1(K) ≃
Kn associé uM : x 7→ M x est diagonalisable. Une matrice A est semblable à une matrice B s’il existe
une matrice inversible P telle que B = P−1 AP . Un scalaire λ est une valeur propre de M s’il est une
valeur propre de l’endomorphisme associé uM .

Remarque 2.8. Une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si elle est semblable à une ma-
trice diagonale.

Remarque 2.9. La condition dans le théorème précédent n’est que suffisante. Ainsi, la matrice

M =
1 0 0

0 2 0
0 0 2


est diagonalisable mais elle n’a que deux valeurs propres distinctes.

Remarque 2.10. Il existe des matrices carrées non diagonalisables. Ainsi la matrice

M =
(
1 1
0 1

)
n’est pas diagonalisable. En effet, on voit facilement que la seule valeur propre de M est 1. Si M était
diagonalisable, M serait semblable à I2, ce qui force M = I2 , ce qui est manifestement faux.

3 Polynôme caractéristique

3.1 Quelques rappels sur les polynômes

Un polynôme à coefficients dans K est une expression P = a0 + a1X + ·· ·+ an X n , où les a j sont
des éléments de K. Si P est non nul, on appelle degré de P le plus grand entier r tel que ar ̸= 0. On le
note degP .

L’ensemble des polynômes à coefficients dans K est noté par K[X ]. C’est un K-espace vectoriel
de dimension infinie.

On noteK[X ]n l’ensemble des polynômes à coefficients dans k et de degré inférieur ou égale à n.
C’est un sous-espace vectoriel de K[X ], de dimension n +1. On peut prendre pour base de K[X ]n la
famille X 0 = 1, X , X 2, . . . , X n .

On dit qu’un élément a ∈K est une racine de P si P (a) = 0.
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On dit que A divise B (A,B ∈K[X ]) s’il existe C ∈K[X ] tel que B = AC (dans ce cas on note A|B).
Le polynôme dérivé de P est

P ′(X ) = a1 +2a2X +·· ·+nan X n−1.

On note P (k) le polynôme obtenu en appliquant k fois l’application de dérivation à P . On vérifie que

(X n)(k) = n!

(n −k)!
X n−k

si k ≤ n, et que P (k) = 0 dès que k > degP .

Proposition 3.1 (Division euclidienne). Soient A,B ∈K[X ], avec B ̸= 0. Alors il existe des polynômes
Q,R ∈K[X ] uniques tels que

A = BQ +R et degR < degB.

Définition 3.2 (Racine multiple). Un élément a ∈ K est dit racine de P de multiplicité r si (X − a)r

divise P et (X −a)r+1 ne divise pas P .

On a la caractérisation suivante :

Proposition 3.3. Le scalaire a ∈K est une racine de multiplicité r de P si et seulement si P (a) = P ′(a) =
·· · = P (r−1)(a) = 0 et P (r )(a) ̸= 0.

Un polynôme P = a0 +a1X +·· ·+an X n est unitaire si son coefficient dominant an = 1.

Théorème 3.4. Soient A,B ∈K[X ] non tous les deux nuls. Alors il existe un unique polynôme D unitaire
tel que

{U A+V B |U ,V ∈K[X ]} =K[X ]D.

Ce polynôme est le plus grand diviseur commun à A et B : il divise A et B et si E divise A et B alors E
divise D.

Pour calculer explicitement le PGCD de deux polynômes, on peut utiliser l’algorithme d’Euclide,
basé sur une suite de division euclidiennes :

A = P1B +R1

B = P2R1 +R2

R1 = P3R2 +R2

...

Rn−2 = PnRn−1 +Rn .

Le PGCD est alors le dernier reste non nul. Par ailleurs, cette méthode permet de déterminer les
polynômes U ,V tels que U A+V B = D .

Définition 3.5. Deux polynômes A et B sont dits premiers entre eux si et seulement si les seuls divi-
seurs communs à A et B sont les constantes non nulles. De manière équivalente, A et B sont premiers
entre eux si le PGCD de A et B est 1.

Théorème 3.6. Deux polynômes A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux poly-
nômes U et V tels que U A+V B = 1.

3.2 Le polynôme caractéristique

Dire que λ est une valeur propre d’un endomorphisme u : E → E d’un K-espace vectoriel de
dimension finie revient à dire que det(u −λi dE ) = 0. C’est pour cette raison qu’on introduit, pour
toute matrice M carrée de taille n, l’expression

χM (λ) = det(M −λIn), ∀λ ∈K.
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Remarque 3.7. La définition du déterminant implique que χM (λ) est une expression polynômiale
en λ, et on dispose donc bien d’un polynôme χM ∈K[X ]. Il est de degré n, de coefficient dominant
(−1)n , et de coefficient constant det(M). Le coefficient de degré 1 de χM est (−1)n−1tr(M), où tr(M)
est la trace de M , i.e. la somme des termes sur la diagonale de M .

Remarque 3.8. Si M et N sont les matrices d’un endomorphisme u : E → E d’un K-espace vectoriel
de dimension n dans deux bases E et F alors

M = P−1N P,

où P =P E
F

. Il suit que

χM (X ) = det(M −X In) = det(P−1(N −X In)P ) = det(N −X In) =χN (X ).

On résume ceci en un lemme :

Lemme 3.9. Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.

On dispose donc pour tout u ∈L (E) d’un polynôme caractéristiqueχu ∈K[X ] qui satisfaitχu(λ) =
det(u −λidE ) pour tout λ ∈K. En particulier :

Proposition 3.10. Un scalaire λ est une valeur propre de u ∈L (E) si et seulement si χu(λ) = 0.

Remarque 3.11. Si k =C, tout f ∈L (E) a au moins une valeur propre λ ∈K.
Pour montrer que λ est une valeur propre d’une matrice A, on peut montrer que rg(A−λIn) < n,

ce qui est parfois plus simple que de montrer χA(λ) = 0. Par exemple si n ≥ 2 et

A =


a 1 · · · 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 · · · 1 a

 ∈Mn(R),

on voit que rg(A− (a −1)In) = 1 < n, donc a −1 est une valeur propre de A et dimEa−1 = n −1.
Dans la pratique, pour déterminer Eλ(A) lorsque λ est une valeur propre d’une matrice A =

(ai , j )1≤i , j≤n ∈ Mn(k), on résout le système AX =λX .

Proposition 3.12. Soit u ∈L (E), et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors χuF |χu .

Démonstration. Soit F une base de F complétée en une base E de E . La matrice M de f dans la base
E a la forme

M =
(

A C
0 B

)
,

où A = [uF ]F . Mais alors, si r = dimF ,

χu(X ) = det(M −X In) = det

(
A−X Ir C

0 B −X In−r

)
= det(A−X Ir )det(B −X In−r )

=χuF (X )det(B −X In−r ).

Définition 3.13. Un endomorphisme f ∈L (E) est dit nilpotent si il existe un entier positif r tel que
f r := f ◦r = f ◦ · · · ◦ f = 0.

Proposition 3.14. Soit f ∈L (E) un endomorphisme nilpotent. Alors χ f (X ) = (−1)n X n , où n = dimE.

Démonstration. On va montrer ce résultat par récurrence sur n ∈ N∗. Pour n = 1, f r = 0 implique
f = 0, d’où le résultat. On suppose que le résultat est vrai au rang r −1, et on le montre au rang r . On
a (det f )r = det( f r ) = 0, donc det( f ) = 0 et donc ∃e1 ∈ ker f \{0}. On complète e1 en une base E de E si
bien que par blocs

[ f ]E =
(

0 L
0 B

)
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où L ∈M1,n(K) et B ∈Mn−1(K) vérifient

0 = [ f r ]E =
(

0 LB r−1

0 B r

)
,

donc B r = 0. D’après l’hypothèse de récurrence χB (X ) = (−1)n−1X n−1. Il suit que

χ f (X ) = det

( −X L
0 B −X In−1

)
= (−X )χB (X ) = (−1)n X n .

Proposition 3.15 (Matrice compagnon). Soit P =∑
0≤k≤n ak X k ∈K[X ]n un polynôme unitaire de de-

gré n (an = 1). Soit

A =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 −an−2

0 · · · 0 1 −an−1


∈Mn(K).

Alors χA = (−1)nP.

Démonstration. On va montrer le résultat par récurrence sur n. Si n = 1, A = (−a0) est un scalaire,
Donc χA =−X −a0. Si n = 2, on a

A =
(
0 −a0

1 −a1

)
,

donc χA = (0−X )(−a1 −X )+a0 = X 2 +a1X +a0.
On suppose que le résultat est vrai au rang n, et on le montre au rang n +1. En développant par

rapport à la première ligne, on obtient

χA =−X det



−X · · · · · · 0 −a1

1
. . .

... −a2

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . −X −an−1

0 · · · 0 1 −an −X


+ (−1)n+1a0 det



1 −X 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . −X

0 · · · · · · 0 1


.

Donc par l’hypothèse de récurrence, on a

χA(X ) =−X (−1)n(X n + ∑
1≤k≤n

ak X k−1)+ (−1)n+1a0 = (−1)n+1(X n+1 + ∑
0≤k≤n

ak X k ).

Théorème 3.16. Un endomorphisme u ∈ L (E) d’un espace vectoriel de dimension finie est diagona-
lisable si et seulement si son polynôme caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque valeur
propre est égale à la dimension de l’espace propre correspondant, c’est à dire si et seulement si

χu(X ) = (−1)n
∏

λ∈Sp(u)
(X −λ)dimEλ(u).

Démonstration. Si u est diagonalisable on peut trouver une base constituée de vecteurs propres de
u. Dans cette base la matrice de u est diagonale et sur sa diagonale chaque valeur propre λ appa-
raît dimEλ(u) fois donc χu est de la forme désirée. Réciproquement, si χu est de cette forme, alors
n = degχu = ∑

λ∈Sp(u) dimEλ(u), donc E est la somme directe des espaces propres de u, et u est dia-
gonalisable.
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4 Trigonalisation

Définition 4.1. Un endomorphisme u ∈ L (E) est dit trigonalisable s’il existe une base E de E dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure : ([u]E )i , j = 0 si i > j . On dit alors que la base
E trigonalise u. Une matrice A ∈ Mn(K) est dite trigonalisable si elle est semblable à une matrice
triangulaire supérieure.

Remarque 4.2. Un endomorphisme u ∈ L (E) est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de E est trigonalisable.

Théorème 4.3. Un endomorphisme u ∈L (E) est trigonalisable si et seulement si son polynôme carac-
téristique est scindé sur K.

Démonstration. On suppose que u est trigonalisable. Soit E une base de E telle que ME (u) est trian-
gulaire supérieure :

[u]E =


λ1 × ·· · ×
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ×
0 · · · 0 λn

 .

Alors χu(X ) = (λ1 −X ) . . . (λn −X ) est scindé sur K.
Supposons maintenant que le polynôme caractéristique χu de u est scindé sur K. Montrons par

récurrence sur n = dimE que u est trigonalisable. Pour n = 1 c’est évident. Supposons le résultat
au rang n −1 et montrons le au rang n. Comme le polynôme caractéristique est scindé, Il existe un
vecteur propre e1 de u, que l’on complète en une base E = (e1,e2, . . . ,en) de E . On a

M = [u]E =


λ1 × ·· · ×
0
... N
0

 .

Alors
χM = (λ1 −X )χN ,

donc χN est scindé sur K. Par l’hypothèse de récurrence, il existe P inversible telle que P−1N P est
triangulaire supérieure. On peut alors vérifier que Q−1MQ est triangulaire supérieure avec Q définie
par blocs par

Q =
(

1 0
0 P

)
.

5 Polynômes d’endomorphismes

Définition 5.1. Si u est un endomorphisme de E , on note uk = u◦k = u◦· · ·◦u (k fois) avec la conven-
tion u0 = idE . Pour tout polynôme P =∑

0≤k≤d ak X k , on note

P (u) = ∑
0≤k≤d

ak uk ∈L (E).

Un calcul direct donne :

Proposition 5.2. Soient (P,Q) ∈ K[X ]2 et u ∈ L (E). Alors (P +Q)(u) = P (u)+Q(u) et P (u) ◦Q(u) =
(PQ)(u) = (QP )(u).

Si A =Q−1BQ avec Q inversible, alors Ak =Q−1B kQ pour tout k ≥ 0, donc pour tout P ∈K[X ], on
a P (A) =Q−1P (B)Q.
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Un polynôme d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure. Plus
précisément, si P ∈K[X ] alors

M =


λ1 × ·· · ×
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ×
0 · · · 0 λn

=⇒ P (M) =


P (λ1) × ·· · ×

0 P (λ2)
. . .

...
...

. . .
. . . ×

0 · · · 0 P (λn)

 .

Proposition 5.3. Soit P ∈ K[X ] et u ∈ L (E) tels que P (u) = 0. Si λ est une valeur propre de u alors
P (λ) = 0.

Démonstration. Soit x ̸= 0 un vecteur propre associé à la valeur propre λ. Alors uk (x) = λk x, donc
0 = P (u)(x) = P (λ)x. Il suit que P (λ) = 0.

La réciproque est fausse. Par exemple P = X (X −1) et u = i dE . Alors P (0) = 0 mais 0 n’est pas une
valeur propre de u.

5.1 Décomposition des noyaux

Théorème 5.4 (Lemme des noyaux). Soient u ∈ L (E) et (Pk )1≤k≤r une famille de polynôme deux à
deux premiers entre eux. Soit P =∏

1≤k≤r Pk . Alors

kerP (u) = ⊕
1≤k≤r

kerPk (u).

Démonstration. On procède par récurrence sur k ≥ 2. On commence par k = 2. Les polynômes P1,
P2 sont premiers entre eux donc il existe deux polynômes Q1,Q2 tels que Q1P1 +Q2P2 = 1. Si x ∈
kerP1(u)∩kerP2(u), alors

x =Q1(u)◦P1(u)(x)+Q2(u)◦P2(u)(x) = 0.

Il suit que kerP1(u)∩kerP2(u) = {0}. Si x ∈ kerP (u), on écrit x = P1(u)(Q1(u)(x))+P2(u)(Q2(u)(x)) =:
y + z. On a

P2(u)(y) = (P2(u)◦P1(u)◦Q1(u))(x) =Q1(u)◦P (u)(x) = 0,

et de même P1(u)(z) = 0. Ainsi le résultat est vrai pour r = 2.
On suppose que le résultat est vrai au rang r , et on le montre au rang r +1. On note Q = P1 · · ·Pr .

Les polynômes Q et Pr+1 sont premiers entre eux donc d’après le cas r = 2, on a

kerP (u) = kerQ(u)⊕kerPr+1(u).

On conclut en utilisant l’hypothèse de récurrence.

Théorème 5.5. Un endomorphisme u ∈L (E) est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynôme
P ∈K[X ] scindé sur K ayant toutes ses racines simples tel que P (u) = 0.

Démonstration. On suppose que u est diagonalisable, alors

E = ⊕
λ∈Sp(u)

Eλ(u) = ⊕
λ∈Sp(u)

ker((X −λ)(u)) = kerP (u)

où P =∏
λ∈Sp(u)(X −λ) grâce au lemme des noyaux. Ainsi P (u) = 0 avec P simplement scindé.

Réciproquement, on suppose qu’il existe un polynôme P =∏
1≤k≤r (X −λk ) simplement scindé tel

que P (u) = 0. Alors par le lemme des noyaux on a

E = kerP (u) = ⊕
1≤k≤r

Eλk
(u)

ce qui implique que u est diagonalisable (quitte à enlever les indices pour lesquels Eλk
(u) = {0}).

Corollaire 5.6. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme diagonalisable et F un sous-espace stable par u.
Alors uF est aussi diagonalisable.

Démonstration. D’après le théorème précédent, il existe un polynôme P ∈K[X ] simplement scindé
tel que P (u) = 0. Il suit que P (uF ) = P (u)F = 0. On applique encore une fois le théorème 5.5 pour
conclure que uF est diagonalisable.
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5.2 Théorème de Cayley–Hamilton

Si u ∈L (E), on note Iu l’ensemble des polynômes P ∈K[X ] tels que P (u) = 0.

Proposition 5.7. Si u ∈L (E) alors l’ensemble Iu vérifie les conditions suivantes :

— 0 ∈ Iu ,

— pour tout (P,Q) ∈ I 2
u , P +Q ∈ Iu ,

— pour tous P ∈ Iu et Q ∈K[X ], PQ ∈ Iu .

Les propriétés indiquées ci-dessus se traduisent en disant que Iu est un idéal deK[X ]. On l’appelle
l’idéal annulateur de u.

L’idéal annulateur d’un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de dimension n contient né-

cessairement un polynôme non nul de degré au plus n2. En effet, la famille (1,u, . . . ,un2
) est liée vu

que dimL (E) = n2.
En réalité on a un résultat bien meilleur :

Théorème 5.8 (Cayley–Hamilton). Soit u ∈L (E) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors χu(u) = 0.

Démonstration. On va montrer que χu(u)(x) = 0 pour tout x ∈ E . On fixe un vecteur x ∈ E non nul.
Soit r le plus grand nombre naturel tel que la famille F = (x,u(x), . . . ,ur−1(x)) soit libre. Alors ur (x) ∈
F = Vect(x,u(x), . . . ,ur−1(x)) et il existe P unitaire de degré r tel que P (u)(x) = 0. Aussi, F est stable
par u. Complétons F en une base de E . Dans cette base la matrice de u s’écrit par blocs

[u]E =
(

A ⋆

0 N

)
,

avec N carrée et A = [uF ]F matrice compagnon du polynôme P . D’après la proposition 3.15, on a
χA(X ) = (−1)r P et donc χu =χN P . Il suit que χu(u)(x) =χN (u)(P (u)(x)) =χN (u)(0) = 0.

5.3 Polynôme minimal

Proposition 5.9. Soit u ∈L (E) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Soit P ∈
Iu non nul de degré minimal. Alors P divise tout élément de Iu .

Démonstration. Si Q ∈ Iu , effectuons la division euclidienne de Q par P :

Q = PG +R,

avec degR < degP . Comme R(u) =Q(u)−P (u)◦G(u) = 0, R ∈ Iu , et donc R = 0.

Définition 5.10. Le polynôme unitaire non nul de degré minimal dans Iu est appélé le polynôme
minimal de u et est noté µu .

Théorème 5.11. Un endomorphisme u ∈L (E) d’un espace vectoriel de dimension finie est diagonali-
sable si et seulement si son polynôme minimal est simplement scindé.

Démonstration. Si le polynôme minimal de u est simplement scindé, alors le théorème 5.5 assure que
u est diagonalisable. Réciproquement, si u est diagonalisable, le théorème 5.5 implique qu’il existe
un polynôme P annulateur de u simplement scindé. Le polynôme minimal de u divise P , donc il est
aussi simplement scindé.

Proposition 5.12. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Alors,
un scalaire λ est une valeur propre de u si et seulement s’il est une racine du polynôme minimal de u.

Démonstration. D’après la proposition 5.3 toute valeur propre de u est racine de µu . Réciproque-
ment, si µu(λ) = 0, alors χu(λ) = 0 car µu |χu . Donc λ est une valeur propre de u.
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Remarque 5.13. Le polynôme minimal de u divise le polynôme caractéristique de u, et ils ont les
mêmes racines. Ainsi

χu = (−1)n
∏

λ∈Sp(u)
(X −λ)nλ =⇒µu = ∏

λ∈Sp(u)
(X −λ)mλ

avec 1 ≤ mλ ≤ nλ. On a u diagonalisable si et seulement si tous les mλ sont égaux à 1.

Exemple 5.14. Soit la matrice

M =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

Le polynôme caractéristique de M est χM = (X − 1)2(X − 2)2. On vérifie que (M − I )(M − 2I ) ̸= 0 et
(M − I )2(M −2I ) = 0, donc le polynôme minimal de M est (X −1)2(X −2).

6 Réduction d’endomorphisme

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

6.1 Décomposition de Dunford

Lemme 6.1. Soient u, v ∈ L (E) diagonalisables tels que u ◦ v = v ◦u. Alors il existe une base E de E
telle que [u]E et [v]E sont toutes les deux diagonales. On dit que u et v sont codiagonalisables.

Démonstration. Soit λ ∈ Sp(u). Alors on vérifie que Eλ(u) est stable par v . D’après le corollaire 5.6 il
existe une base Eλ de Eλ(u) telle que la matrice de vEλ(u) dans cette base est diagonale. La matrice de
uEλ(u) dans cette base est λInλ où nλ = dimEλ(u). Une concaténation des Eλ convient puisque E est
la somme directe des Eλ(u).

Définition 6.2. Soit u ∈ L (E) un endomorphisme, λ une valeur propre pour u, et nλ sa multiplicité
dans χu . On appelle

Nλ(u) = ker(u −λi dE )nλ

le sous-espace caractéristique de u associé à la valeur propre λ.

Proposition 6.3. Soit u ∈L (E) de polynôme caractéristique scindé. Alors

E = ⊕
λ∈Sp(u)

Nλ(u)

et dim Nλ(u) est la multiplicité nλ de λ dans χu .

Démonstration. La première décomposition découle du lemme des noyaux. On en déduit déjà que∑
λ∈Sp(u) nλ = dimE =∑

λ∈Sp(u) dim Nλ(u), et il suffit pour conclure de montrer que pour toute valeur
propre λ on a nλ ≥ dim Nλ(u).

Soit λ une valeur propre. On remarque déjà que Nλ(u) est stable par u (c’est le noyau d’un poly-
nôme en u). Si on note uλ l’endomorphisme induit, il vérifie

(uλ−λidNλ(u))
nλ = 0

par définition de Nλ(u). D’après la proposition 3.14, le polynôme caractéristique de uλ−λidNλ(u) est
(−X )dim Nλ(u) donc celui de uλ est (λ− X )dim Nλ(u). D’après la proposition 3.12, χuλ divise χu , donc
nλ ≥ dim Nλ(u) comme souhaité.

Théorème 6.4 (Décomposition de Dunford). Soit u ∈ L (E) de polynôme caractéristique scindé. Il
existe un unique couple (d , v) ∈ (L (E))2 avec d diagonalisable et v nilpotente tel que u = d + v et
d ◦ v = v ◦d.
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Démonstration. Pour l’existence il suffit de définir d et v sur chaque Nλ(u) par dNλ(u) = λidNλ(u) et
vNλ(u) = uNλ(u) −dNλ(u). Alors d commute avec u, puis v aussi, et v est nilpotent d’après la preuve
précédente.

On montre l’unicité de cette construction. On suppose que (d ′, v ′) ∈ L (E)2 tels que d ′ est diago-
nalisable, v ′ est nilpotent, u = d ′+ v ′, et d ′ ◦ v ′ = v ′ ◦d ′. On veut montrer que d ′ = d et v ′ = v .

Déjà d commute avec d ′. En effet d ′ stabilise les sous-espaces caractéristiques car d ′ commute
avec u, et d est scalaire sur ces sous-espaces. Il suit que v = u −d commute avec v ′ = u −d ′. Si on
choisit p, q tels que v p = 0 et v ′q = 0, on a

(v − v ′)p+q = ∑
i+ j=p+q

(
p +q

i

)
v i (v ′) j = 0

car dans tous les membres de la somme on a i ≥ p ou j ≥ q . Mais alors d ′−d = v − v ′ est nilpotent et
diagonalisable d’après le lemme 6.1, donc d ′−d = 0, puis v ′ = v .

6.2 Réduction de Jordan

On utilise la notation A ⊊B lorsque A ⊂ B et A ̸= B .

Proposition 6.5. Pour tout u ∈L (E), il existe un unique naturel r tel que

{0} = ker(u0)⊊ ker(u)⊊ · · ·⊊ ker(ur ) = ker(ur+1) = ker(ur+2) = ·· ·
L’entier r s’appelle l’indice de u. C’est aussi le plus petit entier naturel tel que ker(ur ) = ker(ur+1).

Démonstration. On pose np := dimker(up ). Comme ker(up ) ⊂ ker(up+1), la suite (np )p∈N est crois-
sante, à valeur dans {0,1, . . . ,n}. On peut donc définir

r = min{p ∈N | np = np+1}.

Pour tout p ≥ r , et tout x ∈ ker(up+1) on a ur+1(up−r (x)) = 0, donc up−r (x) ∈ ker(ur+1) = ker(ur ), donc
up (x) = ur (up−r (x) = 0, donc x ∈ ker(up ). Il suit que ker(up ) = ker(up+1).

Remarque 6.6. — L’indice r de u est aussi l’unique entier vérifiant

∀q < r, ker(uq )⊊ ker(ur ), et ∀q ≥ r, ker(uq ) = ker(ur ).

— Si u est nilpotent, l’indice r de u n’est autre que min{p ∈N | up = 0}.

— Si r est l’indice de u, alors
ker(ur )⊕ Im(ur ) = E .

— L’indice r de u vérifie aussi

E = Im(u0)⊋ Im(u)⊋ . . . ()⊋ Im(ur ) = Im(ur+1) = Im(ur+2) = ·· ·
La démonstration de ces propriétés est laissée en exercice.

Théorème 6.7. Soit u ∈L (E) un endomorphisme de polynôme caractéristique scindé. La multiplicité
d’une valeur propre λ dans le polynôme minimal est donnée par l’indice de l’endomorphisme u−λi dE .

Démonstration. On écrit µu = (X −λ)mQ où m est la multiplicité cherchée, de sorte que (X −λ)m et
Q sont premiers entre eux. D’après le lemme des noyaux, on a

E = ker(u −λidE )m ⊕ker(Q(u)).

Pour chaque naturel k, on pose Qk = (X −λ)kQ. On a

ker(Qk (u)) = ker(u −λidE )k ⊕ker(Q(u)).

Par minimalité de µu , si k < m on a ker(Qk (u)) ⊊ E donc ker(u −λidE )k ⊊ ker(u −λidE )m , tandis que
si k ≥ m, ker(Qk (u)) = E et ker(u − v)k = ker(u −λidE )m .
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Définition 6.8. Un bloc de Jordan est une matrice Jk (λ) ∈Mk (R) de la forme J1(λ) =λ et

Jk (λ) =



λ 1 0 · · · 0

0 λ
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . λ 1

0 · · · · · · 0 λ


.

Une matrice de Jordan est une matrice de la forme

J =


Jn1 (µ1) 0 · · · 0

0 Jn2 (µ2)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Jnr (µr )

 ,

où chaque Jni (µi ) est un bloc de Jordan.

Les redondances sont autorisées parmi les µi .

Théorème 6.9 (Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent). Soit u ∈ L (E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors, il existe une base E de E telle que

[u]E =


Jn1 (0) 0 · · · 0

0 Jn2 (0)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Jnr (0)

 ,

est une matrice nilpotente de Jordan.

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence sur n = dimE . Si n = 1, il y a rien à faire.
On suppose le résultat vrai au rang n, et on le montre au rang n +1. Soit F = Im(u) l’image de E par
u. Comme u n’est pas surjective, la dimension de F est strictement inférieure à n +1. De plus, F est
stable par u, donc on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à uF . Il existe donc une base de F
composée de vecteurs un1−1( f1), . . . , f1 ; . . . ; unr −1( fr ), . . . , fr , avec uni ( fi ) = 0, pour tout 1 ≤ i ≤ r .

Pour chaque 1 ≤ i ≤ r , il existe ei ∈ E tel que u(ei ) = fi .
On montre que Im(u)∩ker(u) = Vect(un1 (e1), . . . ,unr (er )). En effet, soit x ∈ Im(u)∩ker(u). Alors,

on peut écrire

x =
r∑

j=1

n j −1∑
k=0

µ j ,k uk ( f j ),

avec µ j ,k ∈K. En appliquant u, on obtient

0 =
r∑

j=1

n j −2∑
k=1

µ j ,k uk+1( f j ).

La famille (uk ( f j ))1≤ j≤r,1≤k≤nr −1 étant libre, on déduit que µ j ,k = 0 dès que k ≤ n j − 2, donc x ∈
Vect(un1 (e1), . . . ,unr (er )).

On ajoute er+1, . . . ,es à un1 (e1), . . . ,unr (er ) pour avoir une base de ker(u). Soit E la concaténation
de (uk (e j ))1≤ j≤r,0≤k≤n j et (er+1, . . . ,es ).

Montrons E est libre. Soit une relation de dépendance linéaire

0 =
s∑

i=r+1
λi ei +

r∑
j=1

n j∑
k=0

µ j ,k uk (e j ).
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En appliquant u, on obtient

0 =
r∑

j=1

n j −1∑
k=0

µ j ,k uk+1(e j )

donc µ j ,k = 0 si k ≤ n j −1, et

0 =
r∑

j=1
µ j ,n j un j (e j )+

s∑
i=r+1

λi ei .

La famille (er+1, . . . ,es ,un1 (e1), . . . ,unr (er )) étant libre, on obtient ce qu’on veut.
On a dimIm(u) = n1 +·· ·+nr , dimker(u) = s, donc n1 +·· ·+nr + s = dimE . Le cardinal de E est

(1+n1)+·· ·+ (1+nr )+ s − r = n1 +·· ·+nr + s = dimE , donc E est une base de E .

Théorème 6.10 (Réduction de Jordan d’un endomorphisme). Soit u ∈ L (E) un endomorphisme tel
que son polynôme caractéristique χu soit scindé sur K. Alors, il existe une base E de E telle que

[u]E = J =


Jn1 (µ1) 0 · · · 0

0 Jn2 (µ2)
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Jnr (µr )

 ,

est de Jordan. La matrice J est unique modulo permutation de blocs.

Ici les l’ensemble des µi est le spectre de u, avec éventuelles redondances.

Démonstration. D’après le théorème précédent, pour toute valeur propre λ, il existe une base Eλ de
Nλ(u) dans laquelle la matrice de uNλ(u) −λi dNλ(u) est de Jordan nilpotente. On en déduit l’existence
par concaténation des Eλ.

L’unicité de la matrice J modulo permutation de blocs se traduit en disant que pour chaque paire
(µi ,ni ), le nombre de blocs de Jordan Jni (µi ) est uniquement déterminé par u.

On remarque que pour tout m ≥ 0, la matrice Jk (0)m est donnée par (Jk (0)m)i , j = δ j ,i+m . Il suit
que

rg(Jk (0)m) = max(k −m,0).

Quitte à permuter les blocs de Jordan, on peut supposer que µ1 = ·· · = µk et µ1 ̸= µ j si j > k. La
matrice J −µ1In se décompose en blocs dont seuls les k premiers sont non inversibles. Ainsi, pour
tout m ≥ 0,

rg(J −µ1In)m = max(n1 −m,0)+·· ·+max(nk −m,0)+nk+1 +·· ·+nr .

Il suit que
rg(u −µ1idE )m−1 − rg(u −µ1idE )m = d≥m ,

où d≥m = #{1 ≤ j ≤ k | n j ≥ m} est le nombre de blocs de Jordan de taille ≥ m et d’éléments diagonaux
µ1. Par conséquent, d≥m est uniquement déterminé par u (le rang ne dépend pas de la base). Comme
le nombre de blocs de Jordan de taille m et d’élément diagonaux λ1 est d = d≥m −d≥m+1, il suit que d
est uniquement déterminé par u.

7 Formes bilinéaires

Définition 7.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application Φ : E ×E →K est une forme bilinéaire
si pour tout x ∈ E les applications y 7→Φ(x, y) et y 7→Φ(y, x) de E dans K sont des formes linéaires.
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7.1 Écriture dans une base

• Soit Φ : E ×E →K une forme bilinéaire et E = (e1, . . . ,en) une base de E . Par bilinéarité, on a

Φ(x1e1 +·· ·+xnen , y1e1 +·· ·+ ynen) = ∑
1≤i , j≤n

xi y jΦ(ei ,e j ).

Considérons la matrice M = (Φ(ei ,e j ))i , j . Soient x, y ∈ E , X = [x]E , Y = [y]E . La formule précé-
dente s’écrit

Φ(x, y) = tX MY .

La matrice M est appelée la matrice de Φ dans la base E et sera notée [Φ]E .

• Soit E ′ une autre base de E et soit P =P E ′
E

la matrice de passage de la base E à la base E ′. Alors
X = P X ′ et Y = PY ′, où X ′ = [x]E ′ et Y ′ = [y]E ′ . Soit M ′ la matrice de Φ dans la base E ′. On
obtient ainsi

tX ′M ′Y ′ =Φ(x, y) = tX MY = tX ′tP MPY ′,
donc

[Φ]E ′ = tP [Φ]E P.

7.2 Dualité

Rappelons que si E est unK-espace vectoriel de dimension n, l’ensemble E∗ des formes linéaires
sur E (i.e. des applications linéaires E →K) est unK-espace vectoriel de dimension n. Si E = (e1, . . . ,en)
est une base de E , on définit une base E ∗ = (e∗1 , . . . ,e∗n) de E∗, en posant

e∗i (x1e1 +·· ·+xnen) = xi .

• Toute forme linéaire u sur E s’écrit

u =
n∑

i=1
u(ei )e∗i

et tout vecteur f de E s’écrit

f =
n∑

i=1
e∗i ( f )ei .

Si F = ( f1, . . . , fn) est une autre base de E on en déduit que

(P F
E )i , j = e∗i ( f j ).

• Il existe une application ev : E → E∗∗ définie par ev( f ) = [ϕ 7→ϕ( f )] qui est clairement injective.
Comme dimE∗∗ = dimE∗ = dimE , θ est un isomorphisme. Si Ξ = (ξ1, . . . ,ξn) une base de E∗,
on peut donc définir sa base antéduale F = ( f1, . . . , fn) par f j = ev−1(ξ∗j ), si bien que ξi ( f j ) =
ev( f j )(ξi ) = ξ∗j (ξi ) = δi , j et donc F∗ =Ξ. Comme

e∗j =
n∑

i=1
e∗j ( fi ) f ∗

i

on en déduit que
P E ∗

F∗ = tP F
E .

• SoitΦ une forme bilinéaire sur E . On lui associe une application linéaire θΦ : E → E∗ en posant

θΦ(x)(y) =Φ(x, y).

On note [Φ]E = (ai , j ). On a

Φ(x1e1 +·· ·+xnen , y1e1 +·· ·+ ynen) = ∑
1≤i , j≤n

ai , j xi y j =
∑

1≤i , j≤n
ai , j xi e∗j (y),

donc
θΦ(x) = ∑

1≤i , j≤n
ai , j xi e∗j .

En particulier θΦ(ei ) =∑n
j=1 ai , j e∗j et donc

t[Φ]E = [θΦ]E
∗

E . (3)
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7.3 Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Définition 7.2. On dit qu’une forme bilinéaire Φ sur E est symétrique si

∀(x, y) ∈ E 2, Φ(x, y) =Φ(y, x).

Définition 7.3. Une application Q : E →K est une forme quadratique si il existe une forme bilinéaire
symétrique Φ sur E telle que

∀x ∈ E , Q(x) =Φ(x, x).

Q est appelée la forme quadratique associée à la forme bilinéaire Φ.

Proposition 7.4 (Formule de polarisation). Soit Φ est une forme bilinéaire symétrique, et Q la forme
quadratique associée à Φ. Alors

∀(x, y) ∈ E 2, Φ(x, y) = 1

2
(Q(x + y)−Q(x)−Q(y)) = 1

4
(Q(x + y)−Q(x − y)).

Démonstration. Développer les termes de droite, en utilisant la bilinéarité et la symétrie de Φ.

Cette proposition veut donc dire que la forme quadratique Q détermine la forme bilinéaire symé-
trique Φ, que l’on appelle forme polaire de Q.

Remarque 7.5. Si Φ est une forme bilinéaire symétrique sur Kn , alors sa matrice A = (ai , j ) dans la
base canonique est symétrique. Pour tout x ∈Kn on a

Q(x) =Φ(x, x) =
n∑

i=1
ai ,i x2

i +
∑
i ̸= j

ai , j xi x j =
n∑

i=1
ai ,i x2

i +2
∑
i< j

ai , j xi x j .

par symétrie de A. Cette formule permet réciproquement d’écrire la matrice A, à partir de la forme
quadratique. Par exemple, considérons la forme quadratique sur K3 définie par

Q(x) = x2
1 +2x2

2 +3x2
3 +4x1x2 +5x2x3 +6x3x1.

La matrice de la forme bilinéaire associée est alors1 2 3
2 2 5/2
3 5/2 3

 .

7.4 Formes quadratiques définies

Définition 7.6. Une forme bilinéaire symétrique Φ sur E est dite non dégénérée si, pour tout x ∈ E ,

(∀y ∈ E ,Φ(x, y) = 0) =⇒ x = 0.

Remarque 7.7. Dire que Φ est non dégénérée se traduit en disant que l’application linéaire induite
θΦ : E → E∗ est injective (et donc bijective). D’après (3), cela équivaut à dire que la matrice de Φ dans
une base quelconque est inversible, ou encore que son déterminant est non nul.

Définition 7.8. Une forme bilinéaire symétrique Φ est dite définie si

∀x ∈ E ,Φ(x, x) = 0 =⇒ x = 0.

Proposition 7.9. Si une forme bilinéaire symétrique Φ est définie alors elle est non-dégénérée.

Démonstration. Soit x ∈ E tel que θΦ(x) = 0. Alors Φ(x, x) = θΦ(x)(x) = 0, donc x = 0.

Remarque 7.10. La réciproque est fausse. Ainsi, la forme bilinéaire symétrique Φ sur R2 définie par

Φ((x1, x2), (y1, y2)) = x1 y2 +x2 y1

est non dégénérée, mais elle n’est pas définie, puisque Φ((1,0), (1,0)) = 0.
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Proposition 7.11. Soit Q une forme quadratique définie sur un R-espace vectoriel. Alors

— soit ∀x ∈ E, Q(x) > 0 (on dit alors que Q est définie positive),

— soit ∀x ∈ E, Q(x) < 0 (on dit alors que Q est définie négative).

Démonstration. On suppose par l’absurde qu’il existe x, y ∈ E tel que Q(x)Q(y) < 0. On remarque
d’abord que x et y ne sont pas colinéaires. En effet si x = λy alors Q(x) = λ2Q(y), donc ils sont de
même signe.

On considère la fonction γ(t ) =Q(t x + (1− t )y), t ∈R. C’est un polynôme en t et on a γ(0)γ(1) < 0.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe t ∈ R tel que γ(t ) = 0. Comme Q est non
dégénérée, il suit que t x + (1− t )y = 0, donc x et y sont colinéaire, une contradiction.

7.5 Réduction d’une forme quadratique en somme des carrés

Traitons d’abord des exemples.

Exemple 7.12. Considérons la forme quadratique sur R3 définie par

Q(x1, x2, x3) = x2
1 +x1x2 +x2x3 +x3x1.

On va essayer de l’écrire sous une forme plus maniable. Pour cela, commence à voir l’expression
x2

1 +x1(x2 +x3) comme le début d’un carré.

x2
1 +x1(x2 +x3) =

(
x1 + x2 +x3

2

)2
− 1

4
(x2 +x3)2 .

Il suit donc que

Q(x1, x2, x3) =
(
x1 + x2 +x3

2

)2
− 1

4
(x2 +x3)2 +x2x3

=
(
x1 + x2 +x3

2

)2
− 1

4
(x2 −x3)2 .

Exemple 7.13. On considère la forme quadratique

L(x1, x2, x3) = x1x2 +x2x3 +x3x1.

Ici, on ne peut pas faire apparaître le début d’un carré ; on va procéder autrement en faisant apparaître
un produit

L(x) = (x1 +x3)(x2 +x3)−x2
3 = 1

4
(x1 +x2 +2x3)2 − 1

4
(x1 −x2)2 −x2

3 .

Dans chacun des deux exemples, on a transformé la forme quadratique en combinaisons linéaires
de carrés de formes linéaires. Le théorème suivant formalise ceci.

Théorème 7.14. Soit Q une forme quadratique sur un K-espace vectoriel de dimension n. Alors il
existe des formes linéaires f1, . . . , fr sur E, qui sont linéairement indépendantes, et des éléments non
nuls a1, . . . , ar ∈K tels que

∀x ∈ E , Q(x) = a1 f1(x)2 +·· ·+ar fr (x)2.

Remarque 7.15. Remarquons tout de suite que, puisque les formes linéaires fi sont linéairement
indépendantes, on a r ≤ n.

Remarque 7.16. Il faut aussi noter que la famille de formes linéaires qui interviennent n’est pas
unique, comme le montrent les deux écritures suivantes d’une forme quadratique sur R2 :

2x2
1 +2x2

2 = (x1 +x2)2 + (x1 −x2)2.
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence forte sur la dimension n.
Pour n = 1, c’est évident puisque une forme quadratique sur K s’écrit Q(x) = ax2.
Supposons le résultat vrai pour toute dimension k < n. Considérons une forme quadratique non

nulle Q(x) =∑n
i=1 ai ,i x2

i +2
∑

i< j ai , j xi x j décomposée dans une base quelconque. On distingue deux
cas.

Cas 1 : au moins l’un des coefficients ai ,i est non nul. On choisit le premier, que l’on suppose être
a1,1 ̸= 0 sans perte de généralité, et écrivons

Q(x) = a1,1x2
1 +2x1

n∑
j=2

a1, j x j +R(x2, . . . , xn).

On voit dans les deux premiers termes le début d’un carré, que l’on fait donc apparaître, en regrou-
pant tous les termes en trop dans un terme S(x2, . . . , xn) :

Q(x) = a1,1

(
x1 +

n∑
j=2

a1, j

a1,1
x j

)2

+S(x2, . . . , xn).

S(x2, . . . , xn) est une forme quadratique en (n −1) variables, qu’on peut donc décomposer en

S(x2, . . . , xn) = a2 f2(x2, . . . , xn)2 +·· ·+ar fr (x2, . . . , xn)2,

où f2, . . . , fr sont linéairement indépendantes. En posant

f1(x) = x1 +
n∑

j=2

a1, j

a1,1
x j ,

les formes f1, . . . , fr sont indépendantes et on a

Q(x) = a1,1 f1(x)2 +·· ·+ar fr (x)2.

Cas 2 : Tous les coefficients ai ,i sont nuls. Alors au moins un coefficient ai , j est non nul. Suppo-
sons donc sans perdre de généralité a1,2 ̸= 0, et écrivons

Q(x) = a1,2

(
x1 +

n∑
j=3

a2, j

a1,2
x j

)(
x2 +

n∑
j=3

a1, j

a1,2
x j

)
+R(x3, . . . , xn).

Le produit qui intervient dans cette expression peut se transformer, par la formule

ab = 1

4
(a +b)2 − 1

4
(a −b)2,

en combinaison linéaire des carrés de deux formes linéaires indépendantes. En appliquant l’hypo-
thèse de récurrence à R(x3, . . . , xn), on obtient le résultat recherché.

Remarque 7.17. Cette preuve est constructive : l’algorithme qui en découle s’appelle la réduction
de Gauss. Nous verrons plus tard dans le cas réel une autre manière d’obtenir une décomposition
en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires deux à deux orthogonales. Ce sera une consé-
quence de l’orthodiagonalisation des matrices symétriques réelles.

7.6 Invariants d’une forme quadratique

On a vu que l’écriture
Q(x) = a1 f1(x)2 +·· ·+ar fr (x)2

où les ai sont non nuls, et les fi sont des formes linéaires linéairement indépendantes, n’est pas
unique. Cependant certaines données numériques de cette décomposition ne dépendent que de Q,
et pas de la décomposition choisie. Grâce à 7.1, on peut parler du rang d’une forme bilinéaire.
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Théorème 7.18 (Théorème d’inertie de Sylvester). Soit Q une forme quadratique sur un K-espace
vectoriel de dimension n. Le nombre r de formes linéaires qui interviennent dans une décomposition
de Q est égale au rang de la forme polaire de Q.

Démonstration. Soit Q une forme quadratique sur unK-espace vectoriel de dimension n, et considé-
rons des formes linéaires, linéairement indépendantes, f1,. . ., fr telles que Q = a1 f 2

1 +·· ·+ar f 2
r , avec

les ai non nuls. Complétons f1, . . . , fr en une base f1, . . . , fn de E∗. On peut trouver alors une base
E = (e1, . . . ,en) de E tel que fi (e j ) = δi , j (base antéduale, cf 7.2). Soit Φ la forme polaire de Q. Alors on
peut vérifier que

Φ(ei ,e j ) = 1

2
(Q(ei +e j )−Q(ei )−Q(e j )) = δi , j ai .

La matrice de Φ dans la base E est alors

M =
(

A 0
0 0

)
où A =

a1 0
. . .

0 ar

 .

L’entier r est donc le rang de Φ.

Théorème 7.19 (Théorème d’inertie de Sylvester sur R). Soit Q une forme quadratique sur un R-
espace vectoriel E de dimension n. Soit

Q(x) = a1 f1(x)2 +·· ·+as fs (x)2 −as+1 fs+1(x)2 −·· ·− fs+t (x)2

une décomposition de Q en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépen-
dantes, avec ∀i , ai > 0. Alors les nombres s et t ne dépendent que de Q et pas de la décomposition
choisie.

Définition 7.20. Le couple (s, t ) est appelé la signature de Q.

Démonstration. On cherche à exprimer s et t comme des invariants dépendant uniquement de Q.
Complétons la famille libre f1, . . . , fs+t en une base f1, . . . , fn de E∗. Soit E = (e1, . . . ,en) la base de E
antéduale. Introduisons les sous-espaces vectoriels F = Vect(e1, . . . ,es ) et G = Vect(es+1, . . . ,en).

D’abord, la restriction Q|F est définie positive, et on a dimF = s. D’autre part, si F ′ est un sous-
espace vectoriel de E tel que Q|F ′ est définie positive, alors dimF ′ ≤ s. En effet, dans le cas contraire,
on aurait dimF ′+dimG > n, donc F ′∩G ̸= {0}. Soit x un élément non nul de F ′∩G . On a Q(x) > 0
puisque x ∈ F ′, mais Q(x) ≤ 0 puisque x ∈G , ce qui conduit à une contradiction.

Il résulte du raisonnement précédent que

s = max{dimV |V sev de E tel que Q|V définie positive}

Un argument analogue montre que

t = max{dimW |W sev de E tel que Q|W définie négative}.

Remarque 7.21. Nous verrons plus tard que s (resp. t ) est le nombre de valeurs propres strictement
positives (resp. négatives) d’une matrice représentant la forme polaire de Q.aa

8 Espaces euclidiens

Définition 8.1. Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symé-
trique définie positive. On note 〈x, y〉 le produit scalaire de x et y . Un espace vectoriel de dimension
finie muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien.

Définition 8.2. Si E est muni d’un produit scalaire, pour tout x ∈ E on note ∥x∥ =p〈x, x〉.
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Exemple 8.3. Dans Rn , le produit scalaire usuel (ou canonique) est défini par

〈x, y〉 =
n∑

i=1
xi yi si x =

x1
...

xn

 , y =

y1
...

yn

 .

Exemple 8.4. Sur R3 considérons l’application 〈−,−〉 définie par

〈x, y〉 = x1 y1 +2x2 y2 +3x3 y3 +x1 y2 +x2 y1.

Vérifier que cette application définit un produit scalaire sur R3.

8.1 Norme d’un vecteur, angle non orienté

Soit (E ,〈−,−〉) un espace euclidien. La norme d’un vecteur x ∈ E est définie par

∥x∥ =
√

〈x, x〉.
Un calcul direct donne

2〈x, y〉 = ∥x + y∥2 −∥x∥2 −∥y∥2.

Lemme 8.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tout x, y ∈ E on a∣∣〈x, y〉∣∣≤ ∥x∥∥y∥,

l’égalité ayant lieu si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. Si y = 0 alors c’est évident. On suppose maintenant que y ̸= 0. Pour tout λ ∈R, on a

∥x +λy∥2 ≥ 0,

et donc
∥y∥2λ2 +2〈x, y〉λ+∥x∥2 ≥ 0.

En considérant le trinôme en λ : f (λ) = ∥y∥2λ2+2〈x, y〉λ+∥x∥2 ≥ 0, on en déduit que le discriminant
simplifié est ≤ 0, donc ∣∣〈x, y〉∣∣2 ≤ ∥x∥2∥y∥2,

d’où l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Si
∣∣〈x, y〉∣∣ = ∥x∥∥y∥, alors il existe un λ ∈ R tel que ∥x +λy∥ = 0,

donc x +λy = 0, donc x et y sont liés.

Proposition 8.6. L’application ∥.∥ définie par ∥x∥ =p〈x, x〉 est une norme, appelée norme associée au
produit scalaire 〈,−,−〉, i.e. elle vérifie les propriétés suivantes :

1. ∥λx∥ = |λ|∥x∥, pour tous x ∈ E, λ ∈R ;

2. ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 ;

3. inégalité triangulaire : pour tout x, y ∈ E,

∥x + y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥,

de plus, l’égalité a lieu si et seulement si il existe λ≥ 0 tel que x =λy ou y =λx.

Démonstration. Les propriétés 1) et 2) sont évidentes. Montrons l’inégalité triangulaire. Par l’inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, on a

∥x + y∥2 = ∥x∥2 +∥y∥2 +2〈x, y〉
≤ ∥x∥2 +∥y∥2 +2

∣∣〈x, y〉∣∣
≤ ∥x∥2 +∥y∥2 +2∥x∥∥y∥
= (∥x∥+∥y∥)2,

donc ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥. Supposons que ∥x + y∥ = ∥x∥+∥y∥. Si y = 0 alors y = λx avec λ = 0. On
suppose que y ̸= 0. Alors on a égalité dans l’inégalité de Cauchy Schwarz, donc x = λy avec λ ∈ R. Or
〈x, y〉 = ∥x∥∥y∥, donc λ∥y∥2 = |λ|∥y∥2, et comme ∥y∥ ̸= 0, on déduit que λ= |λ| ≥ 0.
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8.2 Orthogonalité, bases orthogonales, bases orthonormées

Soit (E ,〈−,−〉) un espace vectoriel euclidien.

Définition 8.7. Deux vecteurs x et y sont dits orthogonaux si 〈x, y〉 = 0. On note alors x ⊥ y . Si A est
un sous-ensemble de E , on appelle orthogonal de A, noté A⊥, l’ensemble

A⊥ = {x ∈ E | 〈x, a〉 = 0, ∀a ∈ A}.

Si u ∈ E , on note u⊥ = {u}⊥. Un argument direct donne 0⊥ = E et E⊥ = {0}.

Proposition 8.8. Soit A un sous-ensemble de E. Alors A⊥ est un sous-espace vectoriel de E.

La proposition suivante donne une caractérisation de l’orthogonalité des vecteurs en fonction de
leurs normes. C’est une version vectorielle du théorème de Pythagore.

Proposition 8.9. Pour x, y ∈ E, on a

x ⊥ y ⇐⇒∥x + y∥2 = ∥x∥2 +∥y∥2 ⇐⇒∥x − y∥2 = ∥x∥2 +∥y∥2.

Proposition 8.10. Soit u ∈ E, u ̸= 0. On a Vect(u)⊥ = u⊥ et

E = u⊥⊕Vect(u).

En particulier dimu⊥ = dimE −1.

Démonstration. Un vecteur x est orthogonal à u si et seulement si il est orthogonal à λu pour tout
λ ∈R, donc u⊥ = Vect(u)⊥.

Si x ∈ u⊥∩Vect(u), alors x = λu avec λ ∈ R et 〈x,u〉 = 0, donc λ = 0, puis x = 0. Pour tout x ∈ E ,
on écrit x = (x −λu)+λu avec λ = ∥u∥−2〈x,u〉. On a 〈u, x −λu〉 = 0, donc x −λu ∈ u⊥, donc E =
u⊥⊕Vect(u).

Définition 8.11. Soit E = (e1, . . . ,en) une base de E .

1. La base E est dite orthogonale si 〈ei ,e j 〉 = 0 pour tous i ̸= j .

2. La base E est dite orthonormée si 〈ei ,e j 〉 = δi , j pour tous i , j .

Remarque 8.12. Si (e1, . . . ,en) est une base orthogonale de E alors
(

e1
∥e1∥ , · · · , en

∥en∥
)

est une base ortho-

normée de E .

Exemple 8.13. La base canonique de Rn est orthonormée pour le produit scalaire usuel.

Théorème 8.14. Dans un espace euclidien E il existe toujours une base orthonormée.

Démonstration. Il est suffisant de montrer qu’il existe une base orthogonale. On le montre par ré-
currence sur la dimension n de E . Si n = 1 toute base est orthogonale. On suppose n ≥ 2 et que tout
espace vectoriel euclidien de dimension n−1 admet une base orthogonale. Soit E un espace euclidien
de dimension n, et soit v ∈ E , v ̸= 0. Le sous-espace v⊥ admet une base orthogonale (e1, . . . ,en−1). La
base (e1, . . . ,en−1, v) est bien orthogonale.

Remarque 8.15. Soit E orthonormée, (x, y) ∈ E 2, et X = [x]E , Y = [y]E . Alors

〈x, y〉 = tX Y .

Proposition 8.16. Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace euclidien E, on a

1. E = F ⊕F⊥, dimF⊥ = dimE −dimF ;

2. (F⊥)⊥ = F .
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Démonstration. Si x ∈ F ∩F⊥ alors x ⊥ y pour tout y ∈ F , en particulier, x ⊥ x, donc x = 0. Cela im-
plique que F∩F⊥ = {0}. Soit (e1, . . . ,ek ) une base orthonormée de F , et soit x ∈ E . Soit y =∑k

j=1〈x,e j 〉e j ,

on calcule 〈x−y,e j 〉 = 0, pour tout j , donc x−y ∈ F⊥, donc x = y+(x−y) ∈ F+F⊥. Il suit que E = F⊕F⊥.
Pour le deuxième point, on remarque d’abord que F ⊂ (F⊥)⊥. De plus, d’après le premier point on

a
dim(F⊥)⊥ = dimE −dimF⊥ = dimE − (dimE −dimF ) = dimF,

donc F = (F⊥)⊥.

Théorème 8.17 (Procédé d’orthogonalisation de Gram–Schmidt). Soit (x1, . . . , xn) une base d’un es-
pace euclidien E. Alors il existe une base orthonormée (y1, . . . , yn) de E telle que

∀k = 1, . . . ,n, Vect(x1, . . . , xk ) = Vect(y1, . . . , yk ).

Démonstration. Par récurrence sur k. On pose

y1 = x1

∥x1∥
.

Supposons qu’on ait déjà trouvé une famille orthonormée (y1, . . . , yk ) telle que

Vect(x1, . . . , xk ) = Vect(y1, . . . , yk ).

On pose
y ′

k+1 = xk+1 −
∑

1≤i≤k
〈xk+1, yi 〉yi

et on vérifie 〈y ′
k+1, y j 〉 = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ k. On définit ensuite

yk+1 =
y ′

k+1

∥y ′
k+1∥

si bien que la famille (y1, . . . , yk+1) ainsi obtenue est orthonormée et

Vect(x1, . . . , xk+1) = Vect(y1, . . . , yk+1).

8.3 Le groupe orthogonal

Définition 8.18. On dit qu’une matrice A ∈ GLn(R) est orthogonale si A−1 = t A. On note

On(R) = {A ∈ GLn(R) | t A A = At A = In}.

Exemple 8.19. Soient E et F = ( f1, . . . , fn) deux bases orthonormées de Rn . Alors P = P F
E

∈ On(R).
En effet

(t PP )i , j = t [ fi ]E [ f j ]E = 〈 fi , f j 〉 = δi , j .

Exemple 8.20. La matrice

A = 1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


est orthogonale car t A A = I3 ou simplement car les vecteurs colonnes forment une base orthonormée
de R3.

Proposition 8.21. L’ensemble On(R) est un sous-groupe de GLn(R).

Démonstration. Soient A,B ∈ On(R). On a (AB)−1 = B−1 A−1 = tB t A = t(AB) donc AB ∈ On(R). Aussi
(A−1)−1 = A = t(A−1) donc A−1 ∈On(R).

Remarque 8.22. Si A ∈On(R), on a det(A)2 = 1 donc det(A) ∈ {±1}. Le sous-groupe

SO(n,R) =On(R)∩det−1(1)

est appelé groupe spécial orthogonal.
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Définition 8.23. Soit f ∈L (E) un endomorphisme. On dit que f est un endomorphisme orthogonal
(ou une transformation orthogonale ou une isométrie vectorielle) si

∀(x, y) ∈ E 2, 〈 f (x), f (y)〉 = 〈x, y〉.

On note O(E) l’ensemble des endomorphisme orthogonaux de E .

Proposition 8.24. Soit f ∈L (E) un endomorphisme. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est orthogonal ;

(ii) ∥ f (x)∥ = ∥x∥, pour tout x ∈ E ;

(iii) ∀E base orthonormée de E, [ f ]E ∈On(R) ;

(iv) ∃E base orthonormée de E telle que [ f ]E ∈On(R).

Démonstration. (i ) ⇒ (ii ) est triviale. Montrons (ii ) ⇒ (i ). Soient x, y ∈ E . On a par polarisation puis
linéarité de f ,

2〈 f (x), f (y)〉 = ∥ f (x)+ f (y)∥2 −∥ f (x)∥2 −∥ f (y)∥2

= ∥ f (x + y)∥2 −∥ f (x)∥2 −∥ f (y)∥2

= ∥x + y∥2 −∥x∥2 −∥y∥2

= 2〈x, y〉

comme souhaité.
Montrons (i ) ⇒ (iii ). Soit E = (e1, . . . ,en) une base orthonormée de E , et (x, y) ∈ E 2. On note X ,Y , A

les matrices respectives de x, y, f dans E . Alors

tX Y = 〈x, y〉 = 〈 f (x), f (y)〉 = t(AX )AY = tX (t A A)Y . (4)

C’est vrai pour tous x, y donc par non dégénérescence du produit scalaire canonique sur Rn on ob-
tient In = t A A comme attendu. Il est clair que (iii ) ⇒ (iv), et (iv) ⇒ (i ) grâce à (4).

Proposition 8.25. L’ensemble O(E) est un sous-groupe de GL(E).

Démonstration. Pour toute base E on a un isomorphisme de groupes ϕE : GL(E) → GLn(R) donné
par f 7→ [ f ]E . D’après la proposition précédente on a O(E) =ϕ−1

E
(On(R)), d’où le résultat.

Remarque 8.26. On note SO(E) = { f ∈O(E) | det f = 1} le groupe spécial orthogonal de E .

Exercice 8.27 (Décomposition QR). Montrer grâce à l’algorithme de Gram-Schmidt que toute ma-
trice inversible A peut s’écrire comme le produit QR d’une matrice Q ∈On(R) et d’une matrice trian-
gulaire supérieure réelle R à coefficients diagonaux strictement positifs.

8.4 Endomorphismes symétriques d’un espace euclidien

Soit (E ,〈−,−〉) un espace vectoriel euclidien de dimension n.

Notation 8.28. Pour tout u ∈L (E) on définit θu : E → E∗ par θu(y) = 〈u(−), y〉, c’est-à-dire

∀x ∈ E , θu(y)(x) = 〈u(x), y〉.

Remarque 8.29. Par non dégénérescence du produit scalaire on a θid inversible.

Définition 8.30. Pour tout u ∈L (E) on définit u∗ = θ−1
id ◦θu ∈L (E).

Proposition 8.31. Pour tous u ∈L (E) et x, y ∈ E on a

〈x,u∗(y)〉 = 〈u(x), y〉.

Pour toute base orthonormée E , on a [u∗]E = t[u]E .
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Démonstration. Pour tous x, y ∈ E on a

〈x,u∗(y)〉 = θid(u∗(y))(x) = (θid ◦u∗)(y)(x) = θu(y)(x) = 〈u(x), y〉.
Soit ensuite une base orthonormée E , on note A, A∗, X ,Y les matrices respectives dans E de u,u∗, x, y .
L’égalité précédente s’écrit

tX A∗Y = t(AX )Y = tX t AY ,

vrai pour tous X ,Y donc on conclut à nouveau par non dégénérescence du produit scalaire cano-
nique sur Rn .

Définition 8.32. Un endomorphisme u : E → E est dit symétrique (ou auto-adjoint) si u∗ = u.

Exemple 8.33. Toute projection orthogonale est symétrique. En effet soit p la projection sur un sous-
espace F parallèlement à F⊥. Pour tous x, y ∈ E on a x −p(x), y −p(y) ∈ F⊥ donc

〈p(x), y〉 = 〈p(x), p(y)〉 = 〈x, p(y)〉.
Remarque 8.34. Un endomorphisme de E est symétrique si, et seulement si, sa matrice dans une
base orthonormée est symétrique.

Proposition 8.35. Toutes les valeurs propres complexes d’une matrice symétrique réelle sont en fait
réelles.

Démonstration. Soit λ une valeur propre (à priori complexe) d’une matrice symétrique réelle M . Il
existe un vecteur X ∈ Cn , X ̸= 0 tel que M X = λX . En prenant le conjugué, on obtient M X̄ = λ̄X̄ ,
puisque M est réelle. En prenant ensuite la transposée, on obtient tX̄ M = λ̄tX̄ , puisque M est symé-
trique. En multipliant ceci avec X , on obtient

λ(tX̄ X ) = tX̄ (λX ) = tX̄ (M X ) = (tX̄ M)X = λ̄(tX̄ X ).

Comme t(X̄ X ) = |x1|2 +·· ·+ |xn |2 > 0, il suit que λ= λ̄ est un nombre réel.

Théorème 8.36. Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E . Si n = 1, il y a rien à démontrer.
On suppose que le résultat est vrai pour tout espace euclidien de dimension ≤ n −1.
Soit (E ,〈−,−〉) un espace euclidien de dimension n, et soit u ∈ L (E) un endomorphisme symé-

trique. D’après la proposition 8.35, il existe une valeur propre réelle λ1 et un vecteur propre non nul
e1, choisi de norme 1. L’espace F = e⊥1 est stable par u. En effet, si x ∈ F alors

〈u(x),e1〉 = 〈x,u(e1)〉 = 〈x,λe1〉 = 0,

donc u(x) ∈ F . L’espace F étant de dimension n−1, l’hypothèse de récurrence s’applique à F : il existe
une base orthonormée (e2, . . . ,en) de F dans laquelle la matrice de uF est diagonale. Par conséquent,
u est diagonalisable dans la base orthonormée (e1, . . . ,en).

Ce théorème se reformule en termes matriciels si on considère Rn muni de sa structure eucli-
dienne canonique.

Théorème 8.37. Pour toute matrice symétrique réelle M, il existe une matrice orthogonale P telle que
tP MP soit diagonale.

Remarque 8.38. Soit Q une forme quadratique sur E euclidien, etΦ sa forme polaire. Soit E une base
orthonormée. Alors le spectre de [Φ]E ne dépend pas du choix de cette base orthonormée. En effet, si
F en est une autre et P désigne la matrice de passage de E à F , on sait que P ∈O(E) donc

[Φ]F = tP [Φ]E P = P−1[Φ]E P.

En fait il existe une manière intrinsèque d’associer un endomorphisme symétrique u à Q. Soit Φ sa
forme polaire et θΦ : E → E∗, x 7→ Φ(x,−) comme précédemment. On pose alors u = θ−1 ◦ θΦ où
θ : E → E∗, x 7→ 〈x,−〉. Alors pour tous x, y ∈ E on a

〈u(x), y〉 = θ(u(x))(y) = θΦ(x)(y) =Φ(x, y)

donc u est symétrique, Q(x) = 〈x,u(x)〉, et [u]E = [Φ]E pour toute base orthonormée.
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Remarque 8.39. Soit Q une forme quadratique sur E = Rn . Soit M la matrice symétrique de sa
forme polaire dans la base canonique, puis P orthogonale telle que tP MP = D = diag(λ1, . . . ,λn)
avec λ, . . . ,λs > 0 et λs+1, . . . ,λs+t < 0 (éventuellement s ou t peut être nul). Soit X = (x1, . . . , xn) ∈
E , on a Q(X ) = tX M X = tX PD tP X . On définit des formes linéaires ϕi indépendantes par tP X =
(ϕ1(X ), . . . ,ϕn(X )) si bien que

Q = ∑
1≤i≤n

λiϕ
2
i

et la signature de Q est donnée par (s, t ). Par ailleurs les matrices des f ϕi dans la base canonique sont
les transposées des colonnes de P , qui forment une famille orthonormée.

Pour Q quadratique sur E euclidien quelconque, soit u l’endomorphisme symétrique de E défini
dans 8.38. Soit F = ( f1, . . . , fn) une base orthonormée de diagonalisation, où u( fi ) = λi fi . Alors pour
tout x =∑

1≤i≤n xi fi on a Q(x) = 〈x,u(x)〉 =∑
1≤i≤n λi x2

i car F orthonormée, et donc

Q = ∑
1≤i≤n

λi 〈 fi ,−〉2 = ∑
1≤i≤n

λi ( f ∗
i )2.

En effet être orthonormée signifie précisément que 〈 fi ,−〉= f ∗
i .

Quand Q est définie positive dans un espace euclidien on dispose de deux normes que l’on sait
équivalentes. On peut expliciter les constantes de comparaison :

Corollaire 8.40. Soit Q une forme quadratique définie positive sur un espace euclidien E. Soit λ1 ≤
·· · ≤λn son spectre ordonné. Alors pour tout x ∈ E on a

λ1∥x∥2 ≤Q(x) ≤λn∥x∥2

et ces inégalités sont optimales.

Démonstration. Méthode 1. Soit E une base orthonormée de E . et M la matrice de la forme polaire
de Q dans cette base. Elle est symétrique donc il existe P ∈On(R), où n = dimE , telle que tP MP = D =
diag(λ1, . . . ,λn). Soit alors x ∈ E de matrice colonne X dans E et Y = tP X = (yi )1≤i≤n . On a

Q(x) = tX M X = tX PD tP X = tY DY = ∑
1≤i≤n

λi y2
i .

On a donc
λ1

∑
1≤i≤n

y2
i ≤Q(x) ≤λn

∑
1≤i≤n

y2
i

mais comme P est orthogonale,
∑

1≤i≤n y2
i =∑

1≤i≤n x2
i , et comme E est orthonormée, cette quantité

est bien ∥x∥2. On a égalité à gauche (resp. droite) si yi = δi ,1 (resp. yi = δi ,n).
Méthode 2. Soit u l’endomorphisme symétrique de E défini dans 8.38. Soit F = ( f1, . . . , fn) une base
orthonormée de diagonalisation, où u( fi ) =λi fi . Alors pour tout x =∑

1≤i≤n xi fi on a Q(x) = 〈x,u(x)〉 =∑
1≤i≤n λi x2

i car F orthonormée, et on conclut car pour la même raison ∥x∥2 =∑
1≤i≤n x2

i .

8.5 Polynômes orthogonaux

8.5.1 Généralités

Soit I un intervalle deR et w : I →R∗+ une fonction continue telle que pour tout P ∈R[X ] l’intégrale∫
I P w converge. Dans la suite on note E =R[X ] et En =R[X ]n pour tout entier n ≥ 0.

Proposition 8.41. La forme bilinéaire symétrique 〈−,−〉 : E ×E →R définie par

(P,Q) 7→
∫

I
PQw

est un produit scalaire.

Démonstration. La fonction P 2w est continue et positive sur I donc si 〈P,P〉 = 0, on a P (t )2w(t ) = 0
pour tous t ∈ I . Mais w(t ) > 0 donc P a une infinité de racines, et donc P est le polynôme nul.
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Définition 8.42. On parle d’une famille (Pn)n∈N de polynômes orthogonaux si par ailleurs elle est
échelonnée : deg(Pn) = n.

Remarque 8.43. Toute famille de polynôme orthogonale est en particulier une base.

Proposition 8.44. Il existe une famille de polynômes orthogonaux. Si (Pn)n∈N et (Qn)n∈N en sont deux,
alors Pn et Qn sont colinéaires pour tout n ∈N.

Démonstration. On obtient l’existence en appliquant le procédé de Gram-Schmidt à la base cano-
nique. Ensuite, on a Pn et Qn qui sont dans la droite En ∩E⊥

n−1.

Corollaire 8.45. Soit u un endomorphisme symétrique de E qui stabilise tous les En , avec un spectre
simple sur chaque En . Alors une base est propre pour u si et seulement si c’est une famille de polynômes
orthogonaux.

Démonstration. Soit n donné. La matrice de u dans la base canonique de En est triangulaire supé-
rieure à diagonale (λ1, . . . ,λn) où les λk sont tous distincts. Ceci implique que tout vecteur propre as-
socié à λk est dans Vect(1, X , . . . , X k ) = Ek , avec un coefficient non nul selon X k . Ainsi la base propre
pour u est non seulement orthogonale, mais aussi échelonnée, et on conclut grâce à la proposition
précédente.

La proposition suivante est claire (et vraie en remplaçant X par n’importe quel polynôme donné).

Proposition 8.46. L’endomorphisme de E donné par la multiplication par X est symétrique.

8.5.2 Racines

Définition 8.47. Pour tout n ∈ N on note pn ∈ L (En) la projection orthogonale de En sur En−1 et
Tn ∈L (En−1) défini par Tn(P ) = pn(X P ).

Remarque 8.48. (i) En particulier pour toute famille (Pn)n∈N de polynômes orthogonaux on a
pn(Pn) = 0 pour tout n ≥ 0.

(ii) D’après 8.33, pn est symétrique pour le produit scalaire induit sur En .

Proposition 8.49. Soit (Pn)n∈N une famille de polynômes orthogonaux. L’endomorphisme Tn est sy-
métrique, son spectre est simple et ses valeurs propres sont les racines de Pn . L’espace propre associé à λ
est engendré par le quotient de Pn par X −λ.

Remarque 8.50. En particulier Pn est simplement scindé et on retrouve la “pseudo-unicité” de 8.44.

Démonstration. On sait que pn est symétrique, donc pour tous P,Q ∈ En−1 on a

〈Tn(P ),Q〉 = 〈pn(X P ),Q〉 = 〈X P, pn(Q)︸ ︷︷ ︸
=Q

〉 =
8.46

〈P, XQ〉 = 〈pn(P ), XQ〉 = 〈P,Tn(Q)〉.

Soitλ une valeur propre de Tn et Q propre. Déjà deg(Q) = n−1, sinon deg(Q) < n−1 etλQ = pn(XQ) =
XQ ce qui n’est possible que si Q = 0. Mais alors il existe S ∈ En−1 et α ∈ R∗ tels que XQ = αPn +S,
et vu que pn(Pn) = 0, on obtient λQ = Tn(Q) = pn(S) = S, donc (X −λ)Q = αPn . Les espaces propres
sont en particulier des droites et on obtient le résultat.

Remarque 8.51. Attention dans la preuve ci-dessus la multiplication par X n’est pas un endomor-
phisme de En . Par ailleurs la composée de deux endomorphismes symétriques n’est en général pas
symétrique.
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8.5.3 L’exemple des polynômes d’Hermite

On considère I =R et w(t ) = e−t 2/2 qui vérifie bien que pour tout P ∈ E ,
∫

I P w converge, donc on
dispose d’un produit scalaire associé sur E . Soit u ∈L (E) défini par u(P ) = P ′′−X P ′. Alors pour tout
t ∈R on a

u(P )(t ) = e t 2/2 d

d t

(
e−t 2/2P ′(t )

)
.

Proposition 8.52. L’endomorphisme u est symétrique, et stabilise tous les En où son spectre est simple,
donné par {−k | k ∈ [|0,n|]}.

Démonstration. Pour tous P,Q ∈ E on a

〈u(P ),Q〉 =
∫
R

w−1 (
wP ′)′Qw =

∫
R

(
wP ′)′Q = [

wP ′Q
]+∞
−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫
R

wP ′Q ′

et comme l’expression de droite est symétrique en P et Q on a bien u symétrique. La stabilité de En

est claire et implique que dans sa base canonique la matrice de u est triangulaire supérieure (vu que u
stabilies les Ek pour k < n). On lit donc son spectre sur la diagonale, et on obtient le résultat souhaité
puisque le coefficient de X k dans u(X k ) est −k.

Proposition 8.53. Soit hn = w (n). Alors Hn = w−1hn est une fonction polynômiale de degré n, de coef-
ficient dominant (−1)n , et on a les relations suivantes pour tout n ∈N :

(i) H ′
n = X Hn +Hn+1 ;

(ii) Hn+1 =−X Hn −nHn−1 ;

(iii) u(Hn) =−nHn .

Démonstration. Pour tout t ∈R on a (w−1)′(t ) = t w−1(t ) donc H ′
n(t ) = t Hn(t )+Hn+1(t ), ce qui prouve

par récurrence que Hn est polynômiale de degré n, de coefficient dominant (−1)n , et (i). Par Leibniz
on a

hn+1(t ) = d n

d t n

(
−te−t 2/2

)
=−thn(t )−nhn−1

et donc (ii). Mais alors

u(Hn)(t ) = e t 2/2 d

d t

(
H ′

n(t )e−t 2/2
)

=
(i)

e t 2/2 d

d t

((
t Hn(t )+Hn+1(t )

)
e−t 2/2

)
=
(ii)

−ne t 2/2 d

d t

(
Hn−1(t )e−t 2/2

)
=−ne t 2/2 d

d t
hn−1(t ) =−ne t 2/2hn(t ) =−nHn(t ).

Corollaire 8.54. Les polynômes dits d’Hermite (Hn)n∈N forment une famille de polynômes orthogo-
naux. Chaque Hn est solution de l’équation différentielle y ′′−x y ′+ny = 0.

Remarque 8.55. L’orthogonalité peut se montrer par le calcul. Par intégration par parties on obtient
pour tout n ≥ 1 et tout P ∈ E

〈Hn ,P〉 =−〈Hn−1,P ′〉.
Ainsi par récurrence, si k < n,

〈Hn , Hk〉 = (−1)k+1〈Hn−k−1, H (k+1)
k︸ ︷︷ ︸
=0

〉 = 0.
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