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INTRODUCTION

Aprés quelques généralités sur les grassmaniennes sur C et ses fibrés
canoniques, on s'est attaché dans ce travail a caractériser les formes de Pfaff

algébriques sur G = G(p, p+q) , et surtout les morphismes de fibrés :

1 Tg)—w (1%,

I désignant le fibré en droites canonique sur G et T(G) 1le fibré tangent

de G

C'est ainsi qu'on démontre qu'un tel morphisme correspond, de maniére

unique, a la donnée de p(p+-q) polynBmes wij en les variables

)

X = (}{11 ) ""pr+q

vérifiant les deux conditions suivantes :
Q(X)utx =0
‘Ao (Aaex) = |A]9 Q(X) pour tout A €G4(p) ,

)

Q i - i 5 o i
ol désigne la (p, p+ q) - matrice de terme général le(X11, ; pr+ .

(c£. proposition 2).

Aprés quelques considérations sur la dimension de l'espace de ces formes
de degré domné g , sur le nombre maximal de solutions d'une équation de Pfaff
w=0 et sur le lieu singulier d'une telle forme, on s'est attaché (cf. proposi-
tion 3), suivant ainsi (3], & dégager quelques remarques sur les solutions norma-

les d'une telle équation de Pfaff.

De ces remarques, on déduit, en particulier, qu'un feuilletage algébri-

que sur G , défini par une forme de Pfaff W, ne peut avoir de feuille compacte.




I. GENERALITES

On désignera par G la grassmanienne des p- plans de C(p+'Q) (ou

par G(p, p+gq) lorsqu'on veut préciser p et q ).

+
Un p-plan P de C(P q) étant engendré par un systéme linéairement
indépendant de p-vecteurs de C(p+—q)

il est clair que celui-ci peut &tre
représenté par une matrice & p(p+ q) éLléments, notée

»

¥ s Mpig

de rang P .

Deux systémes de p vecteurs V et W représentent le méme plan P

si et seulement si il existe une matrice inversible d'ordre p , A , telle que :

V = A W , Par conséquent deux matrices

p(p+ q)
Ao C(P+ Q)

représentent le mé&me plan P

si et seulement si l'une se déduit de l'autre par multiplication

4 gauche par élément du groupe linéaire G4(p) .

Notons H = Hom(CP, CP¥9) (“‘CP(P+ q)) 1'ensemble des homomorphismes

d'espaces vectoriels de c? dams C€P*4 y, Par M = Mon(CP, CP*'q) le sous-—ensemble

constitué par les monomorphismes et par Y 1le fermé H - M.,

On déduit aisément de ce qui précéde que G peut aussi se réaliser

comme le quotient de M par l'action de groupe de GX(p) , i.e

on a la suite
exacte suivante :

! T
(¥) cL(p)xM a:M——-—-—bG :

oo o(A,X)) =X et B((A,X)) =AX.




Etant donné un p-uplet o = (c'z1 § R cvp) d'entiers de {1,2, ...,p+q}, on
note O(MP) le pXp-mineur de la matrice MP dont les colonnes sont constituées
par les colonnes de MP d'indices @y oeony pr ; on désigne par 'Q(MP)' son

déterminant.

On désigne encore par UO:' l'ouvert de G des points P tels que

loz(MP)] # 0 pour toute matrice M, représentant P . Clairement, G est la réu-

P

nion des ouverts Ucr ot « décrit l'ensemble des p-uplets de {1,2, ..., p+ q} .
L'application : U —> cPd
P —> Q(MP)_1 LMy
est bien définie et est un homéomorphisme, pour tout « ; ce qui permet de munir

G d'une structure de variété algébrique lisse de dimension pq .
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FIBRE UNIVERSEL ET FIBRE EN DROITES CANONIQUES

Commencons par rappeler la définition du fibré universel (ou fibré en
p-plans canonique) R sur G , Par définition, R est le sous-fibré du fibré
trivial E = Cp+q><G sur G dont la fibre en chaque point P de G est préci-

. s +
sément le sous—-espace linéaire P de cP*a |

Tout point P de Ua est déterminé de maniére unique par les vecteurs
i i =1 s p
lignes v, , .ee ¥, de la matrice Q{MP) . M . Ces vecteurs sont évidemment in-

dépendants de la matrice MP choisie pour représenter lea point P @

en effet,. si N, est un autre représentant de P , il existe A € G4(p)

telle que :

ar(NP)'1 Ny = 'cy(AMP)"' . N, = af(MP)_1 M
D'aprés sa définition, R n'est autre que :
R = {(x,P) € P xe | xepr}.
Mais P étant un point de Uw 7
X € P si et seulement si il existe (11, POE lp) ec? tear que 3

% = l1v1+ ...4-hpvp .

., = ptq =
Par conséquent R]UQr ={(x,p) €C X Ua X = A1v14-...*-lpvp} .

L'application :
o o

(K, B> (X (g eee s 2))




définit ainsi une trivialisation du fibré vectoriel R au-dessus de llouvert U .
o

Clairement, dans ces trivialisations, les fonctions de transition de R

sont données par 3
9os ¢ UgUp —>GA(p)

p ——> B(P). ofP)”" .

(Remarque : on devrait en fait écrire B(MP)_1 " Q(M.P) , mais clairement ce produit

ne dépend que de P et non de la matrice choisie comme représentante du point .}

-

Le fibré en droites canonique sur G est défini comme étant L = APR .
Ses fonctions de transition, dans les trivialisations données par V'IA .../\VP .
étant ¢

: UaﬂU — "

B
Lo
[o(7)|

P

P

L
Lz

Le fibré quotient universel Q sera :
g =BFE 5

Rappelons encore que @

LEMME. Pic(G) est isomorphe & 7ZZ avec pour générateur la classe d'isomorphisme

[L] du f£ibré en droites canonique L sur G

Démonstration. Soit F wun fibré en droites sur G et soient

d — C
9,2 F IUQ, el

des trivialisations de F .

Une section de F au-dessus de Ucv correspond & une fonction réguliére

- : 2 ® :
sur UozB = Uaﬂ UB , autrement dit a un élément de F(UQFB 5 Uaﬁ)




Cette identification étant faite, la fonction de transition l:pB" cp;l réalise alers

un isomorphisme de TI'(U_, , © ) sur lui-méme, en tant que I'(U_., 6 ) -module,
aB Uy aB U

donc correspond & un élément inversible de FfUaB ; ®U s

aB

+

Or de la suite exacte 2
& m

(*) Gi(p)xM —/3p M —> G,
B

on déduit que toute Fonction régulidre £ (respectivement : inversible) sur UaB

définit une fonction réguliére m* & (resp. : inversible) sur ! U,p Par :

m* f(MP) = £(P) .

Et réciproquement, toute fonction réguliére g (resp. inversible) sur ! UaB

telle que :
(1) g(AX ) = g(X) pour tous xem Uyp et A € G4(p)

définit une fonction réguliére M, d (resp. : inversible) sur UaB par :
me 9(m(x)) = o(x) .

o0 2 T 0 08 vyg) = [0 F17r B, S el lea ]

Les seuls éléments inversibles de cet anneau sont de la forme @

m
h,l_o‘(ﬂ , A€EC , m,n€xz,
|B(x) [

et ceux vérifiant (1) sont de cette forme avec m=n .

Par conséquent, les fonctions de transition de F dans les trivialisa-

tions ma sont de la forme :

x5 E(.X_)_'.m, AEET o By
|B(x)|




ce qui signifie précisément que la classe d'isomorphisme [F] de F est é&gale a :
(Fl] =m-[1] , m€z. C.Q.F.D.

*
Rappelons encore pour finir que si T(G) dénote le fibré tangent de G et T(G)

¥ - * ¥*
=R®0 , Q désignant le fibré dual de Q

le fibré cotangent, on a : T(G)
(voir par exemple : Th, HANGAN. Tensor Product tangent Bundles. Arch. Math. Vol. XIX

(1968)).

h s o U v
Sections globales du fibré dual L de L sur G .

Aux trivialisations @ 3 LIU———) UQXC de L au-dessus de U corres-
o
*
pondent des trivialisations : $a : LTU-h—dalJaxif.
@

; — v ——— . ,
Les fonctions de transition de LIU dans ces trivialisations sont données par
o

_ a1 Jax)|
fop (X) = (g ()" = 220

Si maintenant S est une section globale de LV au-dessus de G ’
*
celle-ci correspond, a travers les trivialisations wa , & la donnée d'une collection

de fonctions :

telles que :

9Bl =g
o ahJaB B Blu

-1 4
sB’Uaﬁ-—» Pop ° Sy (1)

Autrement dit, S correspond & la donnée de polyn8mes Sa en les pq variables




Yij qui sont les termes non constants de a(X)-1- X ; polyndmes qui doivent véri-

fier, d'aprés (1), la formule :

8) | s5(B7' () - %) = |o) | 5 (a(x)™" - %) .

Posons PO[(X) - [af(X)f ¥ SQ(Q_T(X) +X) pour X € rr"__1 UQr y quel que soit « .

-1 =1 ;
Comme sur T U, nm UB yona P = PB , ceux-ci définissent une sec-

tion globale P du faisceau structural @M de M.

Or Y =H<M est défini par les équations {'Q‘(X)l=0 , VYV a} . Les lor(X)l

étant des polyn®mes premiers, l'idéal I = {IQ(X)I , YV o} contient au moins un
systéme de 2 paramétres (i.e. ¢+ Y est de codimension supérieure ou égale &),

par conséquent g
6) =
profI( H) g ;
On en déduit ([2], théoréme 3.8 p. 44) que :
0 0] _
H,(8,) = Hy,(6,) =0
et de la suite exacte de cohomologie a supports :

0 0 rest. 0] 1

on déduit alors que :
0] ~ 0
H (H,@H)——-)H (M,@H) -

Autrement dit toute fonction sur M se prolonge en ume fonction sur H . Or ume

fonction globale sur H est donnée par un polynBme Q en les variables Xij ;
12T 5 wie P g JF Ly o vesy DEG »

On doit avoir @ QIM = P , autrement dit :

QIU (x) = Pa(X) = |(x)| sa(a(x)"' . X) pour tout o,




T

et comme :

lo(Ax )|+ s (a(ax )7 ax) = |A] Jo(x)]- s ((x)" - %)
pour tout o et tout A € GL(p) .

G doit vérifier :

Q(AX ) = [A] Q(X) pour tout A €c4(p) . (2)
(ce qui implique en particulier que

Q((lxij)) =P Q(Xij) pour tout A € C ,

clest-a-dire : Q est un polyndme homogéne de degré p .)

Réciproquement : Q étant un polyndme (homogéne de degré p ) vérifiant (2), les

polynBmes Q(a(X)_T. X) définissent des fonctions sur U, vérifiant la formule (1),

donc une section globale s de il au-dessus de G .

Dol la proposition :

PROPOSITION. Les sections globales TI'(G, L') du fibré en droites L' , dual du

fibré en droites canonique L sur G , correspondent biunivoquement aux polyn8mes

(homogénes) Q (de degré p ) en les variables Xi5 i=1,...,p,

J=1,4 ...,P+q tels gue :
Q(AX) = |A] Q(X) pour tout A € c4(p). .

v®n)

¥*
Remarque. On montre de maniére analogue que les éléments de I 3 L y, nE€E W

correspondent aux polynSmes (homogénes) Q (de degré np ) tels que @

Q(Ax) = |A[™ Q(X) pour tout A € G4(p) .
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Formule d'Euler: Si Q est un polyn8me tel que 3

(2) Q(AX) = |A|™ Q(Xx) pour tout A € G&(p) ,

et si oQ désigne la matrice de terme général % y alors
ij

(3) N ° % =nmx)-1I )

( I désignant la matrice identité de G4(p)) .

Démonstration. Dérivons les 2 membres de la relation (2) par rapport a hij :

v

NAX) _ 5 ﬂ(ﬂx).%_

BJ\IJ o, B aXaB akij

Or comme (ﬁx)aﬁ = L X X,p » On en déduit que :

Qf
m o
3(Ax ) g 0 si a#i ou a=i , W#j
a?\ij Xig si a=i et p=j .

Par conséquent :

D'autre part :

SLIAI" 9] _ a|Al2 . c(2.)-a(x) ,
A 5 4

oo C(A,.) désigne le cofacteur de A,., dans A .
: 1] 1J

Par conséquent :

5 (AX) - Xj n- [Aln_1 . C(?\ij) *Q(X) pour tout A € ce(p) .

B=

B Xip




& D

En particulier, si A=1 , cela devient :

N i g
3 (X)eX.5=0 ai  2F3".
B %%ip 3P
Za}?‘? (X).XiB=nQ(X) ‘

P ip

ces relations pouvant se condenser en (3).

Cagafad,




= 1% &

I11

FORMES DE PFAFF RATIONNELLES SUR G

ET MORPHISMES T(G)—>(LY)®9 .

Nous allons dégager les deux propositions suivantes que nous démontrerons
simultanément.

-

Dans ce qui suit nous désignerons par :

» X )

- X , a4 la fois le p(p+ q)-uplet de variables (X11 s 0 By re

la (p, p+ q)-matrice de terme général X, , ;
- QX) 1a (p, p+ q)-matrice de terme général wij(x) , Ol wij(X) dési-
gne un polynBme en les p(p+q) variables X g i

P k= 1,.--,P -
—Q(A° X ; coo L [(Z . ]
( ) la matrice de terme général i (5=1 A Xs,{’.) B Vo it

PROPOSITION 1. Toute forme de Pfaff rationnelle sur G correspond, de maniére unique,

a4 wn quotient Q(X)/u(X) tel que, pour un certain n€ IN @

(1) u(X) est un polyndme vérifiant u(AX) = A" u(x) ,

(2) ax)e x=o0,

(3) tA°Q(A°X) = l:‘\[n Q(x) pour tout A € GL4(p) .

Remarque et définition. Il est toujours possible de ramemer un tel quotient au cas ou

u est premier a l'ensemble des wij . Dans ce cas, l'entier n apparaissant dans

les formules (1) et (3) est appelé degré de la forme de Pfaff rationnelle ® .

Définition. Nous dirons que ® est irréductible si pgcd(wij) =1.
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PROPOSITION 2. Tout morphisme ® 3 T(G) ——» (Lv)@g y g§>0 , correspond & la donnée

de p(p+q) polynBmes @ 5 vérifiant les conditions (2) et (3) de la proposition

1 avec n=g .

Plus précisément, cette édrrespondance définit un isomorphisme de C-
. ® ;
espaces vectoriels de 1l'espace I'(G, T(G)®L 9 ) des sections globales de
®
T(G) ® L 9 sur 1'ensemble Pg des (p,p + q)- matrices Q de polyn8mes wij

telles que :
ax)° %% = o
tpo Q(A°x) = |A]® Q(X) pour tout A € G4(p) .

La démonstration de ces deux propositions se fera en trois parties

a) A toute forme rationnelle ® sur G , on fait correspondre des polynBmes u et
©; 5 vérifiant (1), (2), (3) ;

b) A tout morphisme T(G)——> (LVP)@g , on fait correspondre des polynSmes w; 5
vérifiant (2) et (3) ;

c) et réciproquement.

Démonstrations,

a) Rappelons tout d'abord la suite exacte 3

(¥) al(p) X M é M—T—3g
B

ot ¢ ofA,X) =X et B(A,X) = AX.

Soit maintenant ® une forme différentielle ratiomnelle sur G , c'est

donc par définition, une forme différentielle réguliére sur un ouvert U de G .

: #* -
A ® correspond une forme différentielle réguliére T ® sur T 1U :



= B

définie par n*w(x) & (d}C TT)* (w(m(x)) .

Or ‘J'r'"1 U est un ouvert de H == Cp(p+q) , par conséquent une forme

: . . - =1 : :
différentielle réguliére sur T U, qui est une forme rationnelle sur H ,

s'écrit @

» M, .(X)
Tw = I = ax,. avec f..(X) #0 pour tout xem u
. . (X ij ij ’

i,] %y

ou les wij , u sont des polynBmes tels que u soit premier a l'ensemble des W,

¥*
Alors u, T W est une forme différentielle réguliére W' sur H telle

~1
que, sur T U 3

¥*
m W=

s|E_

' ¥* *
Considérons alors o ®' et B W' : ce sont des formes différentielles réguliéres
sur GA(p) XH telles que, sur l'ouvert o ! (u) = g1 (u) =

& w=a(u). (T 0

B (). (B " w)

B* w?e

i

* _* * % L.
etcomme o ™ w=PF8 M W, on en déduit que :

() B¥(w) o (@) = o' (u). B¥(w") suwr (m)7'(v) ,
d'ol 1%égalité (**) sur tout GAL(p) XH .

Cette é&galité (**) s'écrit encore @

i}

(1) u(AX) . (= wij(x) dXij)

u(x) . (% o4(4%) . a(8"(x;,))) -




. * P
Mais B (Xij) =, 2 Xik Akj ¥
k=1
4 D
Ty e -
d'otr : d(B (Xij)) = k§1 (xik dAkJ. + Akj dXik) 3
D'ou (1) s'écrit : .
r P P "
() () (2 a0 @) w0 e (5l (0. )
u & o o T T Wi AAX Y, dA. .
4 ey A CEE RN ER

P
+ (I w () e, ],
i3 =1 il ik 13’

d'ou les relations, pour tous i, j

(3) (i wﬂj(hx).xﬁi) u(x) =0 %E u.aﬂk_j(ﬁoc)-xchi =0,

(4) u(m). w, () = u(x).[i 0y (%) |

Mais u(X) est premier & l'ensemble des wij(X) , donc u(X) est premier &
pgcd(wij(x)) . Or u(Xx) divise u(AX).pgcd(wij(X)) , d'ott u(X) divise u(AX)
et par conséquent E%%%l est un polynSme noté A(X, A) .

Adoptant les notations de la proposition (1), nous pouvons reécrire

les relations (3) et (4) sous la forme :

(5) ()%

0;

(6) tA-Q(AX) A(x, A). Q(x) .

Appliquant & présent la relation (4) au cas ol la matrice A est une matrice

diagonale 3

on constate que



Décomposant alors wij en ses composantes homogénes wfj de degré k , on déduit

de (7) que :

k+1 Xk Ty
] wij(x) = A(X, U) . wij(x) y

; k 5
Autrement dit, A(X, U) =U *1 et par conséquent tous les w; s sont

homogénes de méme degré,

La formule (6) s'écrivant dans le cas général

P
(61) kET A wkj(ﬂx) = A(X, A) .wij(x) ;

on constate alors que pour des raisons de degré, A(X ,A) ne dépend que de A .

Et comme, d'aprés (6) toujours, on a @

A(AAY) Q(x) = F(AAT).Q(AAX) = FAr BA QLA(AX)]

Ear.a(n) Q(ATX) = A(A) A(AY).Q(X) .
Ltapplication A : M(p, C) —>C doit vérifier :

A+—> A(A)

A(AAY) = A(A).A(AY) .

Par conséquent, la restriction de A & G4(p) est un caractére rationnel de
Ge(p) , donc de la forme 3 [det(A)]® , g €Z . Mais A étant défini sur tout

M(p, C) , le nombre g est positif ou nul. Par conséquent :
A(A) = [det(M)1®, g€NW.

Remarquons au passage que 3

Q) k = deg(wij) = deg(A)-1 = gp -1

En particulier, p divise k+1




e {f

B) la relation (5) peut encore s'écrire, & l'aide de (6)

ox) % =o0.
(en effet : Q(AX) Y% = 060 = "a ax) & = a(T)- QX) x y

Y) comme % =A(Xy A) = |A]9, on a bien entendu w(AX) = |ﬂ|gu(x) :
b) Donnons-nous & présent un morphisme w : T(G)~—> (LV)®g gt 1GFG

X . ®
Si s est une section globale de (LV) 9 (on a vu dans II) que de telles sec-

tions existaient bien pour g=>0 ), celle-ci définit un morphisme 3
5 % B— (1")®9
( @, désignant le fibré trivial de rang 1 sur G ).
Si U est alors l'ouvert de G des points ot S ne s'annule pas, S5 U est

un isomorphisme et par conséquent ® définit par composition un morphisme

: p sy w o .
autrement dit une forme réguliere 3 sur U et on vient de voir qu'alors

* W . :
™ ('_é,') pouvait s'écrire ¢

x (Q)_Ewi'dxi'
s’ u )
Les ®.. et u vérifient les conditions (1), (2), (3) de la proposition 1.

1]

® :

Mais d'autre part, W : T(G)—)(Lv) 9 se reléve en wm morphisme $

* 3* *, v®g

T wsmT T(G)=—>m (L) ,

*
qui composé avec le morphisme canonique : T(M)=——m T(G) définit un mor-
%

phisme (toujours noté ™ W ) 3

* % ®

mow s T(M)=—>1 (L) 9.

* _v\®g . . ¢ o % soo

Mais (T L) est canoniquement isomorphe (& constante prés) au fibré tri-

vial de rang 1, @M, sur M.




s BB e

*
Par conséquent, T W définit un morphisme ¢

3%
mT W g T(m)——-—)G)M,

autrement dit, une forme réguliére sur M ,

La sous-variété fermée Y de H étant de codimension supérieure ou

égale & 2 (cf., II), on a ¢

0 Tv o] Iy
HO(H, Q) =H (0, Q) =0,

et par conséquent, la restriction :
0 1 rest; 0 1
H(H, Q) —> 1 (M, Q)

est un isomorphisme,

*
En conséquence de quoi, T ® définit une forme réguliére sur H tout entier,

% *
i.,e., T W peut s'crire : T W= X W' a., .
i %y M oy
]

1 * W - i 3 s
La forme réguliére T T sur T 1U a donc 2 écritures, l'une définie de ma-
: Ew{.&%. Zw{.&%.
niére unique, sous la forme ——**ié——~ﬂl s L'autre sous la forme : o »

ol u et les W, vérifient (1), (2), (3) de la proposition 1.

De 1'égalité :
Zw, . &, . Ew!.dxi. 1
1%. d - 11 l  sur ™ U, on déduit les égalités @

Swij = uw{j , pour tous i, j sur H tout entier.
Montrons qu'on en déduit que les w{j vérifient aussi les relations (2) et (3).

Rappelons que : u(AX) = |A[" w(X) pour un certain n , et que s(AX)= |A]9 s(x).
s{AX g-n s(X n
19 S8 Al agx)

= Tt Cha(ax)
[A]? a(x) ,

Alors tA'Q'(KX)

= [a]° 28 ae)

- m(x)&:%.n(x)&:o.




c) Etant donnés des polyn®mes wij(X) (homogénes de degré k = -1 [p]) véri-
fiant les conditions (2) et (3) de la proposition 2, associons-leur dans chacun
des ouverts U, la forme différentielle :
=1 =1
w = T w . (o .X).d(ad .X)
&' 35 TEg Y
1yd i
(on notera, pour des raisons de commodité, o', X au lieu de Q(X)“1. X ) et

montrons que ces (W définissent un morphisme :
q

v s 7(c) —> (1)®9

?

L

ou encore, notant £ le @G—module des sections de L' g s S_g——-)f)é 4

Rappelons que le faisceau structural GC sur G est obtenu par recollement des

ouverts 'Ua le long de Uoﬁ = UaﬂUB ¢ 5%

CPOB : F(UQB ? GUQ) Rl F(Uoﬂs @‘UB)

. 00—1. BHTX

& X —— (]

désigne 1'isomorphisme d'anneaux permettant d'identifier les 2 structures de

U@B y celui—ci définit un morphisme :

Pup ® T(U g0 Q) ) —> T(U g, ‘%E)
o

i?j ‘”ij(a“1.x).d(a'1x) —— iij ‘Paa(‘“ij(B-1X))-d(%a(5"1x))ij .

Donc

Pas(®) = 2 o [(87a) (60T al(s ') (5 )] .

Or les @, 5 satisfaisant & la relation (3) ¢

ettt ok X5 (B e o
wij[(ﬂ &) (B XM ﬁ-i-;l-a[(ﬂ o).Q(B X)]ij ¥

D'autre part @

al(E' )T (F0] = - (7)™ a(BTe) (87 ) (80 + (7)™ a(8T'x)

(écriture matricielle),

i.lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII--------------------------"---
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ou encore 3

1

(B ) (BT == (BT )y,

-1 T sd] ]
T . da(B a)p.h'(B af)m).(.s X)vf,

+iB (E!_1

e
: “)kh'd(ﬁ X)M ,

Par conséquent @
g
CPZB(wij(aﬂX) d(af"ﬂ()) = [ :Bllg ¥ (B-1a)oi'ng(ﬁ-1x)] d[(B-'Ia)—‘!.(BqX)]ij
o o
Bl® = R T JPES. e RN
- Ialg[cfl (B @) s wo‘j(a X)e° (B a);,°a(B K)lj

. i :NELL ) (B'_‘I O’)Gi"wcfj(Bﬂ‘iK) o (B""a);:l‘o d(B_1°’)ul° (B—’IQ’)-;;Q (B_1X)vj |

et par conséquent (notant j,@'c:,.r le fait que ;j?‘cxk, = S R O

Pl = (@) a(@™) = LL -y

|ef®
ifa
=1 5 1oy e (a=1 210 (a1
ox A= I (B o)y wcj(B X)° (B 'a);,°a(B X)J\j
1,JE0
g, A
_ -1 " I RS, (P R, ST e Lpee .
et B_i,j;zé’a (B a) gy © 0g5 (BT X) ° (B 0)7, ° a(F™ ), ® (7 )y ® (B7),; .
O’,K,LL,V

Mais A = Z (Z (B a)ﬁ"(B""a)'i“m)"wo.j(ﬁ"'X)"d(ﬂ'1X)M

-1 -1
z woj(B X).da(B x)cj =

= =

. w_ (B x).4a(B X)_.

jfa,0 o ifp % o
g

. -1
(clairement : si j=B, pour un certain k=1, ...,p , alors a(B X)O‘B =0).
k

= - =f i i

Deméne : B= I u (B7x)°d(B7a);,° (BT a)30 (B X),; -
ifo
g, A,V
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Remarquons que $ d(Bn’l QDG?L = af B_1X)0a P
A

= -1 -1
Yol B T 2 g i
aral E4 7 B GJ(B X)° d(B X)U%\ (o X)M
ifa
a,A
Dfoli ¢ le coefficient de d(E"1X)O n'est autre que
Y
-1 -1
= anwC‘j(B x)e (o X)l‘] 7

Mais la relation (2) est équivalente & :

a(F 'x) e F(o'x) = 0

; =len i ¢ =1 -
i.e, @ ? woj(B X)° (a X))Lj =6 (z) -

or (Ct-?}{)}\ g, AT ,8757\.
o

1 =1 &=2

Par conséquent, (z) est équivalent & :

w4 =1
I W (B X)9{o" %)W =0,
jﬁa Gj Aj Ga}\
= =
dtor ¢ Z w . (B X)°(a X)), =-w ;
jﬁa‘ aJ Aj Oy

ce qui entrafne que :

B

-1
Z. You, a(Pp X)Gcr.
g,i i i

cvi,éB

_ -1 =
A-B-= jEB wij(ﬂ X) d(B X)ij g

(1]

et donc que

¢ L
Autrement dit tpaa(wa) =5 Y -

o]

Ce qui définit bien un morphisme :

TS e,

Remarque ¢ Un tel morphisme ® correspond a la donnée d'une section globale

du faisceau Q;@@G(g) = Qé(g) , autrement dit w EHO(G y Qé(g)) .




s DB

(.s: étant un faisceau trés ample permettant de plonger G dans un espace pro-

jectif i , nous notons @G(1) la restriction de @IPNU) a G ; il est

clair qu'alors & *@G('I) )




. D

IV. DIMENSION DE I{O(G,Q;(g) Y& o

Pour calculer la dimensjon de l'espace vectoriel des morphismes
v{&g s
w : T(G) —>(L") (ou encore, d'aprés la remarque précédente, de 1'espace
vectoriel des formes différentielles sur G & p8le d'ordre g : HO(G, Q;(g) )
de maniére simple, on se heurte & la difficulté d'exprimer les relations (2)
et (3) en relations linéairement indépendantes dans l'espace des polynBmes ho-

mogénes de degré gp-1 .

Il a fallu par conséquent utiliser des résultats puissants qui dépas-

sent largement le cadre restreint auquel on les applique.

I1 nous a semblé intéressant de commencer par faire le calcul dans

le premier cas de dgrassmanienne qui n'est pas un espace projectif : G(2, q). .

En ce qui concerne les espaces projectifs, le calcul est aisé, utili-

sant la suite exacte de faisceaux :

1
PYr

ryq

0 —3» () Pr

(1) —> 87— 6_(1)—> 0,
qui, aprés tensorisation par g-1 induit une suite exacte :

r r L | 23
0— (P, L) —>HA(® ,0 {s-1)) —> 1P, 6_g)) —> 0

et par conséquent :

1l

: 0 B
hIPI‘(g) dlmk H (IP y r]PX‘(g))

(r+1).aim (B P7, §.g-1)) - din (B, §,+(q))

(r+1) (r;f;'l) _(r;g)

1]
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clest-a-dire :

b _(g) = (g-1) (r'*g”)

g

Abordons A présent le cas G = G(2, 4)

5

G est une hypersurface dans P = IP”., par conséduent on a les deux suites

exactes suivantes, pour tout m € ZZ ,

0 —> 0 (n-2) —> Q}(m) ——> Q

PIG(m) — 0

0 —> @G(m— 2) —> Q;lG(m') iy Qé(m) —0 .

On sait par ailleurs (cf. par exemple S.G.A. 7.2 Exposé XI, p. 40) que pour
m>2 , H1(P,Q;(m- 2)) =0.
D'autre part, les théorémes classiques (dualité de Serre, formule

d'adjonction, théoréme d'annulation de Kodaira) nous permettent d'écrire que :

H'(G ) 85(m=2)) (e, 8(-n+2) ® &(x))
£ = (Kp+G)|g d'od 6(K,) = 6, (-4)
et donc :
H (6, 8,(n-2)) ~1 (e, 6,(-m -2)) = 0.
Par conséquent :
06, Gy(m) = 10E s Gy g (m) - 1O , & (n-2)
et

0P, g1g(m)) = (P, Ay(m)) - n%(P, Qh(m-2)) .

et la suite exacte :
() — ®P(m- 4) —> @P(m- 2) ——> @G(m- 2) —>» 0
nous permet de calculer :

n°(@, 6,(n-2)) = n°(p, 6,(n-2)) = n(, 6 (m-2)) - u%(P, 6,(n-4)) .




D'oll en conclusion ¢

0% , Q) = n(af(m)) - B(QG(m-2)) + n°(6 (m=4)) - b(6 (m-2))

6h0(®p(m-— 1)) - ho(@)p(m)) - 6h0((9p(m- 3)) + hO(QP(m—- 4))

i W s e B

hG(2,4)(m) =1§(m+3)(m+1)2(m-1) pour m>2 ,

v

(o0 h,(m) désigne la dimension du C-espace vectoriel HO(G , Q;(m)) .

it

Abordons maintenant le calcul dans le cas général :

Pour cela, faisons une 1ére remarque : si f 3 G —> Spec(C) désigne le

morphisme structural de G , on a, par définition de l'image directe,
0 1 0 C 1
H (G ? QG(Q)) = (Spec( ) i £ % (QG(Q)) .

Définition. E étant un espace vectoriel sur C de dimension e et

H = (h‘l 3 B5EH he) we partition (b, <h, <... <h,) , on notera TH(E) la

2

représentation irréductible de GA(e) associée & cette partition (c£. [4] ;

méme référence pour tout ce qui concerne le langage des partitions).

Si maintenant E désigne un fibré vectoriel de rang e sur un espace
X , on pourra considérer le fibré vectoriel TH(E) sur X , dont les fibres

en x€X seront @
(14(E)), = T,(E) .
Considérons & présent la suite exacte tautologique de fibrés sur G(p, p+q) =

O i B il R e [ i O

avecs q est lerangde Q ; e=p+q la dimension de E 3 p le rang de R .
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Remarquons qu'avec les notations que nous venons de définir, on a

*

*
R.= T =
0 TG R O D

yeeey

Rappelons aussi (cf.[4]) la formule de dualité pour un fibré F de rang f
*

et son dual F : pour toute partition J = (j1 — jf) et tout mé,jf ¥

on a

det"(F) ® TJ(F*) =T ¢ /5 (F) .

Appliquant cette formule & Q et & la partition I = (0,...,0,1), on en

déduit que, pour tout g=1 , ¥
det(@) ® T_(Q") =T . ,(Q)
I g9/1 ;
et gq/I est ici la partition (g—‘l i 9T Ay g) .

» - - - - *
Par conséquent, utilisant (cf. II) 1l'isomorphisme Qé =~ R®Q , on en déduit
que 3

B) =Ty, o,1(0) €1 © .

g=T149s.¢449

Rappelons le théoréme suivant ¢

THEOREME de Bott (cf. [4]).

0050 n;én(Il'J) ?

2 £,(1,(R) @ 7,(0))

R £,(1,(R) ® 1,(0))

1]

TH(E) ai = nlE,T)

ol H est la concaténation de I et J et n(I,J) le nombre minimal de

transpositions nécessaires pour réordonner {i1 ' i2+1 R ir+ r-1, j1 W o g

i jq+ r+q-1} en une suite strictement croissante. Si cela est impossible,

on notera n(I,J) == ,

Appliquant ce théoréme on trouve que 3

61 922 § n(IJ) =0 ebsi g=15% nll;T) =%



(o]

- 2t

Par conséquent, £,(04(1)) = 0 et donc n(1) =0, et £,(ai(9)) = T,(E)

si g=2 ou H=(O!---$D!1rg"1’9!--°!g)-
Y —
P q

Or on sait calculer la dimension de TH(E) (ce. [4]) ¢

“n % +1 or Zp e\ -
1 2 S
: ~ S s O S
dim TH(E) = det .n1 1, n te-2
;.‘.:..tt. :.. L sn
e

% i k + k-1 - ’ 3
o §, = dlmC(S (E})) = (e E ) , ce déterminant pouvant &tre calculé de
k

la manidre suivante (cf. (6], Th. 15.3, p. 263) : Soit H une partition :

Remplissons le diagramme de Ferrer de la partition H en mettant :

e sur la diagonale,
e+ 1 sur la 1eére sous-diagonale,
e+ 2 sur la 2éme sous-diagonale,

e+g-1 sur la derniére sous-diagonale,

e=1 sur la 1ére surdiagonale,
e-2 sur la 2éme surdiagonale,
e-g sur la derniére surdiagonale.

Et on sait que ¢

dim(TH(E)) est égal au produit NH(E) de tous ces éléments,

quotienté par le produit DH(E) des équerres.




s GO =

Exemple : e=5 q=3 g=6, H=(1,5,6,6)

Le produit des équerres est le produit des éléments du tableau ¢

D'ot dim(TH(E)) = 30

By (3,5)(6) -
Revenons au cas général ot H est la partition (1,9-1,9, ...,9) &

(q+1) termes.

Calculons le produit des équerres : c'est, par définition, le produit

DH(E) des éléments du tableau suivant s

1

n n-2 el sioen 2 1

n+ 2 n 2 1 L [ 4 3 1

n+3 n+ 1 Niesyeses 5 4 2

| i g
: y : : : : 0
H 1 ' [

] I [] ! 1
1 [ I T I 1 1

n+q| n+gq-2|n+q-3 ... q+2 q+1 q-1




d'om s D(E)—(q_1)! (g'l'Q)! _gi (_Q+1)! !g+g-—2!!
H

: “ (g=-1)(g+1) 21 31! q! :
En ce qui concerne le calcul de NH(E) nous aurons a distinguer 3 cas

q<g: NH(E‘.) est le produit des éléments du tableau ¢

e-q
' G s s e+g-gq e+g-q+1
i '
] : :
e-1 e mreme== g+g-3 e+ g-2
e e+l |eme—me—=—-| e+g=-2 é-!»g-‘l

Par conséquent :

N(E) = (e- q)(e=q1)(e-as2)?. .. (e-2) T2 (e-1) 97" e¥er1) .. (e4g-a-1)Hetg-q) ™"
(e+9—q+7)q-1(e+9-q+2)q_2...(e+g—2)2(e+g—1) si g>gq

et de maniére analogue dans le cas g=gq et le cas ¢g<gq .

En résumé s pour G =G(p,e) ¢ q=e-p .

g=1: ny(1) =
g<gq:

hG(Q) = Ta=1)iat )1 9! (;+1)_! % el X(E-Q)(G—Q+1)(e-q+2)2---
(g=1)(g+1) 2! 3! q!

s (e—g—q—2)g (e-g~q-1)9" (e--g;;-—:.1+1)...(e-1)geg(e+1)g_1 (e+2)gfg.(e+g—-2)2(e+g—1) .

g=9g:
(e=q)(e=g#1). .. (e=2) 2(e-1) " (e41) 97 (e42) 972, . . (e4q-1)
i € Y I CEX) R CEY T

!

(g-1)(g+1) 2!




v B o

g=>gq s

n,(g) = T ! : = X (e-q)(e-q+1)(e-qr2)’....
=1)1{g+q)! : !g+1!. ‘g+g—2!.
g-1)(g+1 'g'i' 33 q!

e x(3'2)q-2(3‘1)q_1eq(e+1)9--(E+QQQ-1)q(e+9-q)q—1(é+g—q+1)q-1(e+g-q+2)q-2...

...(e+g-2)2(e+g—1) :

Remarque : Bien entendu, il sera souvent plus facile de faire le calcul directe-

ment plut8t que d'utiliser les formules ci-dessus.

Exemple ¢ G =G(2,4) , g queltonque :

produit de

4 5 " e e g"'1 g g"]"1
B Goesmises g+1 g+2 g+3

h.(9)

produit de g g=2 g=-3 ... 1

g+2 g g"'1 LN} 3 1

% (g~ 1)(94—1)2(91—3) aprés toutes les simplifications possibles.



V. NOMBRE MAXIMAL DE SOLUTIONS ALGEBRIQUES

DE w=0 o0 wE€ HO(G,Qé(m)) 5

Rappelons deux définitions (cf.'[3]).

Définition 1. On appelle solution algébrique de degré n de 1l'%quation de

Pfaff w=0 une classe, modulo multiplication par un scalaire non nul, de

2Ty w3 P
olynBmes £ € C[X.. " ! !
P yn {1J,J:‘I!---!'P+q

£(AX ) = |A[® £(X) tels que ¢+ £ divise WAdJEf dans QE(C[xij]) ;

] , irréductibles et vérifiant

Définition 2. On appelle intégrale premiére rationnelle d'une forme de Pfaff

*
algébrique ® sur G un élément @ € KG , non constant, tel que :

wWAdy = 0 .,
i.e. : un élément g— o £ et g sont 2 polynBmes tels que @
k k
2(Ax) = |A]F £8(x) et g(AX) = |A]€ g(x)

tel que WA d(g) =0

ou encore : lorsque ® est irréductible, tel qu'il existe un polyn8me non nul

v (tel que v(AX) = IAIE v(X) ) tel que : gdf -fdg =ww .

Par ailleurs, on sait ([3], Proposition 3.5, page 149) que si ®=0 n'admet
pas d'intégrale premiére rationnelle, alors le nombre des solutions algébriques
est fini et borné par la dimension ho(G - Qé(m)) du C-espace vectoriel

0 2 .

H (G, QG(m)) augmenté de 2 ,

i.e. ¢ laborne q est s q= hO(G,Qg(m)) +2 .,

On calcule ici le nombre hO(G 2 fg(m)) par les m@mes méthodes que celles utili-

sées en IV,




= 94

Pour cela, remarquons que, puisque 91 SR ® Q* s On a s
2% ~ A2(r®Q%) =~ 5%k ® 4%0* ® AR® %"
(cf. formule de Cauchy [4]).

Par conséquent @
Qé(m) ~ 220" ® det ®™=5%R ® 0" ® cet ®" @ 4% ® 5%0* ® det M .

Ce qui nous permet d'écrire, utilisant la formule de dualité :

2 ~
f%(m) TO,...,O,Q R® ?m-1,m—1,m,...,m Q

®
20, 0eay0,151 € Yoy O

@

conservant les mé&mes notations qu'en IV.

D%li, par le théoréme de Bott :
2 - :
m (@ (m)) = T,,(E) © T, (E) ,

Oﬁ. H'=(0_,...,0,2,m—1,m—1,m,-..,m)

et H" (0, v w05 T 51 ¢ M= 2o W s m) .

Le calcul des dimensions de TH'(E) et TH“(E) se faisant de la

méme maniére qu'en IV, nous nous bornons a énoncer le résultat :

8i m<2 HO(G,Qé(m)) = 0 5

Si m>3 ,

. 02 (e+m-2)! (exn-1)
-si q=123 h (Qg(m)) T 2m(m—+3)!(e—3§! ((Z—;)(m"” g

- si q22 nous écrirons hO(QE(m)) sous la forme suivante @

NH](e!m! q) NH"(e,m, q)

n%(@(m) = * = :
2mi(me 1)l (mei)i(k-2 om(m—3)t 1 (mrke2) mtici1)
m-2)(m=-1) ., ki(m+k-2 e’ (k=2) !(k+1)




o, § = 81 @=245 nvipm=2 3

Nﬁ,(e,m,q) = (e—q)(e—q+1)2(e—q+2)2(e—q+3)2...(e—1)q"1eq(e+1)q...(e+m—q-1)q
X (e+m-q)q_1(e+mrq+1)q—2(e+m—q+2)q—2(6+m-q+3)q-3...(e+m—1) .
et

(e-q-2) (e=a-1) (e=q) (e=q#1)2. . . (e=1) T Te¥(es1) . .. (e4m-g-2) @

NHn(e g1y q)

X (e+m—q-1)q-1(e+m-q)q”1(e+m—q+1)q"1(e+m—q+2)q_2(e+m—q+3)q_3...(eﬂm—1) .

-si g=m-1, NH,(e ,M, q) est donné par la méme formule que ci-

dessus, tandis que :

No(esmyq) = (e-g-2)(e~q-1)(e-q)(e-q41)°. .. (e-2) T2 (e-1) 11T (e41) ¥
x (e42)3 " (e43) T2 (e44) 373, .. (e4q) .
- si g=m 3
N, (e,myq) = (e-q)(e-q+1)?(e-q2)?(e-q43)>.. . (e-2) T2 (e-1)9"e I (e41) 972
x (e42)37%(e43)372. . (e+q-1) ,
N (e rmya) = (ema-1)(ema)(e-qs1) (e-qs2)2. . (e-3) F3 (e-2) T2 (e-1) T 26!

5 (i) T W esd) T2 L ilered)

(e=q) (e=q+1)(e~q+2)?(e-q43)>. . . (e-1) T eI (e+1) 31 (e42) 972

X (e+3)q#2(e+4) =3 (e+q)

NHl(e’m!q)

et NH"(e 5 M q) est donné par la m8me formule que ci-dessous.

-si g>m+1 ¢

1

Nﬁ,(e,m,q) (e—q)(e—q+1)2(e-q+2)2(e-q+3)3...(e—q+m—3)m-3(e-q+m-2)m—2

X (e-~q+m-1 )m‘—1 (e-q-l-m)m-1 (e~q+m+1 )m_1 (e-q+m+2)r.n. e (et )m-j ..(esm-1) .

T R




-

Nou(eymyq) = (e-q-1)(e=q)(e=q#1) (e=q+2)?. .. (e-q+m-3)""3 (e-qim-2)""2

X (e-q+m—1)m"2(e—q+m)m-1(e-q+m+1)m...em(e+1)m—1...(e+m—1) .




.

VI. LIEU SINGULIER D'UNE FORME DE PFAFF

Nous avons vu dans la 1ére partie qu'une forme de Pfaff de degré g

sur G correspondait a la donnée dtun morphisme 2

B g

w:L -———r&)q

G

ou L est le fibré en droite canonique, autrement dit, aussi d'un morphisme s

0z (@) —s 129, -

Définition. On appelle lieu singulier de @ 1l'ensemble S(w) suivant s

s(w) = {x€G | T(G)x*—b Lfg non surjectif } .

Nous aimerions démontrer l'analogue de la proposition 2.1, page 85
de [3], & savoir que le lieu singulier d'une forme de Pfaff sur G n'est pres-
que jamais vide. Cependant, la méthode qui a permis de faire cette démonstration
dans le cas des espaces projectifs n'est pas utilisable pour les grassmaniennes
en général, Cela est dll au fait que, si la cohomologie des grassmaniennes est

bien connue, les calculs y deviennent rapidement inextricables,

Nous allons cependant donner la méthode et faire les calculs dans

3 exemples : G(2,4) ; G(2,5) ; G(3,6) .

De maniére générale, pour que S soit vide, il faut que le morphisme
de fibré :
w
T(G) — 17
qui correspond & W soit surjectif, autrement dit que ® définisse une suite

exacte 3

0—-—)E-—+T(G)-—£—bLg‘——10 ;




s B

o E désigne le noyau de (T(G) —> 19) .
Or en tensorisant par 9 y on s'apergoit que cela nécessite que :
c (rc)®L™9) =0
o (T@) 8179 =0,
ot cpq( ) € Hzpq(G, 7Z) désigne la dernidre classe de Chern du fibré
T(G) ® 179

Rappelons tout d'abord que H2pq(G, Z ) est isomorphe & Z , avec

pour générateur le cycle de Schubert 0§ .

* ooy
‘--ﬂ‘v“_.,
p fois

(cte [1]; chap. 1; § 5):

Rappelons également que l'amneau de cohomologie de G est une % -algébre dont
les générateurs sont les q classes de Chern, c1(Q), I cq(Q) du fibré

quotient Q sur G ou ck(Q) =0 .

Remarquons encore que (par application itérée de la formule de Piéri), nous
avons
(C' )p=0' .
q Qreeesq

Par ailleurs, nous obtenons toutes les relations dans l'anneau de cohomologie

de G en écrivant que @
c(r)-c(Q) =1

(conséquence de la suite exacte tautologique).

LEMME . Cpq(T(G)‘XJL_g) est égal au résultant des polynSmes f£(X- 901) et

g(x) , ou s
£(x) = x% + oixq_14-...+-0q
-1
g(X) = xP + TTXP +...‘er ,
avec c(Q) =1 + Op+ eunt Uq

[

c(R) =1 + LPE P
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Preuve. Ecrivons C(Q®L‘g) =N (1+a,) et C(R*) = I (1~-B.) .
i * j 2
Alors clairement les a. sont racines de E(X - gcr,l) et les bj de g(x)

* -
Mais c[R ® (Q®L79)] = . (1+ai—bj) , Par conséquent :
i,J
¥* -g —
c._ [R®WQ®L™™)] = 0 (a,=b,)
Pq i,3 - J

et ce dernier terme n'est autre que le résultant R(£(X- gc1) , 9(X)) .

Conséquence. Pour que le lieu singulier S soit vide, il faut que le résultant

des 2 polynBmes f(X-—U,] g) et g(X) soit nul.

C'est & ce stade qu'apparaissent des calculs qui ne semblent pas pouvoir s'insé-

rer dans une écriture générale, comme nous allons le voir sur des exemples.

De C(R).cC(Q) =1 on déduit :

o g = ?T'&;T&; =1.& (gl +°2)2" (°1+02)3+ (Gf‘qz)4 '
d'ou :
(1) Ty ==&,
(2) 7, = cf' %
(3) 0o =- cr?+20102
(2), O = U?-3c?02+c§ ;

I{B(G , Z) étant isomorphe & Z avec générateur Og

On peut donc écrire 0? = n1.G§ '
2 2
01.0'2=n2.0'2, n1,n2625,-
7 4 2
et des relations (3') ¢ 0= - 01 + 20,[02
2
et (4) : 0=0 ~30,0, 20, ,

on déduit donc @
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(3') : -n +on, = 0

1
(4)

n1-3n2+‘| =0 ;

d'on n1m2 et n2=1
2
(X-gch) +O’1(X—-90”1) 4,

X2+TX+T

1 2
%= 4 (1-2g)c1X + 0, - gO’? + gzof

Calculons a présent le résultant de -:

autrement dit de :
i = oX + (0‘3—02) y

c'est=3d=dire le déterminant D *

1 (1-29)0,] (02—g0%+g20?) 0

0 1 (1-29)0, (9,- 99 +g°0)
! =% Uf" % 0

0] 1 - 0'1 o? - cr2

D = o [g%- 49’ + 76° - 69+ 3] - 40f0, + adt ,

d'olt ¢ "dans Z " ¢

D 2[g4— 493+ 7‘92- 6g+3] ,

Or 94-—4g3 =20 dés que g=4 et ?92-—-6g >0 des que g=2 . Par conséquent

D>0 dés que g=24 et D(2)=6 , D(3) = 42 .
Par conséquent, quel que soit l'entier g22 , le polyn8me D(g) est non nul,

donc c4(T(G)®L-g) #0 , donc S#¢ .

G =0(2,5) ¢ dimg =6, H12(G,Z):ZL , générateur :(03)2.

¢(R) - ¢c(Q) =1 induit

2 6
1. T+ T, =1-(c1+02+cr3) +(c1+02+03) - +(01+02+cr3) .

d'oll les relations :

(1) T1=-0

1




w fl]

(2) Ty, =02, == g
(3) 8== 0? B Py
= 2
(4) 0—01—302+201c3+0§
~ Z. 2
(5) 0=~ 0? + 4030 30 0,0, - 30102 - 20203
_ 6 4 3 B2 2
(6) 0 =0, -50,0,+ 40,0, + 60, 2—601020'3—0";+0'3,
d'ou les relations :
6 4 ~
(31) -G1+2012—o?03_0
- o 02 - E
(32) 0,0, + 20707 10203 =0
v b
(33) 10 *+ 20,0,0, - 0§ 0
i 3 >
(41) o, - 3010 + 2070, + 0202 =0
4 2 5 ~
(42) 012—312+2010203+0‘3—0
6 4 3 ER ~
(51) - 0, + 40,0, - 300, - 30,0, + 20,0,0, =0
(6) 6-5040 +403cr +60§§—60020 O'g-roz ,
et identifiant qu(s, Z) avec Z
B 2 K 2 ¥ 2 29 2
9, =n,.0; , 0,9, =n,.0,, 0303 =1n,.0, , 070, =n,.00,
. _ 2
0,0,0; = Dg.0y 4 0’3 =ng.0; .
(3)n1—2n2+n3=0,
(3)n2—2n4+n5=0,
(3.) n,-2n +1=0,
(41) n, -3n, +2n, +n, =0,
(42) n, - 3n, + 20, +n, =0,
(51) n, -4n2+3n3+3n4-—2n5:0,
(6) n, - 5n, + 4n, +6n, - 6ny -n, +1=0.
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Résolvant ce systéme, on trouve :

nosh , Ho=3 n3=1 3 n4=2, n5=1 - n6=1

(x-g0,)° + 0,(x-90,)% + 0)(x-go,) + a,
Calculons le résultant de : 3

w T T
X+1X+2

c'est-a-dire de : 5 5 3
X" =0 X +0 -0,

? X+ (1—3g)cr1x2 + [(39—2)90?-{- 02])( +0, - go,0, + ggo'?('l—-g)
1 1 2

donc le déterminant @

1 (1-3g)o, (3g- 2)g0'12 +o, 0, - 99,0, + gzo?(,l_g) a
0 1 (1- 3§r)cr1 (3g- 2)g0?1 t 0, 03 - gc1c‘2
+ 920?(1 - 9)
D = 1 - o, cf -, 0 .
0 1 -0 of - o, 0
5 R L = R 0? =%

D = o?(g6~595+ 12g4- 1793+16g2-9g+ 3) + 0?0'2(-94+ 493- 892+ 10g-17)

3 3 2 22, 2 ' 2
+ 0‘10'3(-2g +5g +g=3) + 0102(49 -4g+8) + 010203(-89+ 6) - 40’3 +0g,

d'ol dans Z ¢

5

2
D = 5¢° - 25¢° + 57g7 - 756> + 69¢° - 309+ 10 ,

D > 5¢°(g=5) + 5797 - 75¢° - 309 .

Or 595(9-5) 20 si g=25 et
4 3 N 2 15 -
579 =759~ - 30g = g[(57g-75)g"-30] >0 si g=22,

donc D>0 si g=5 et D(2)=58; D(3)=703 ; D(4)=5666 .




« &

+ 6n

+ 6n

3

RO

T

-y
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dimG=9 , H18(G , Z) = Z & générateur Ug

Q) = 1 induit les relations :

3 +n4=0

5 +n6 =40

7 +n8=0

8-!-1'19 =0

pg ¥ Mg WG

3n3—3n4+2n5=0

3n5 - 31:16 + 21r18 =0

3n7—3n8+2n10==0

31’18—31f19+2:r11,I =0

3+6n4—6n5—n6+n7=0

5+6r16-61r18-—r19+r110:0

7,+6118—-6n,m--1'111 +1 =0

5n3 - 1On4 + 12“5 + 4n6 - 31’17 - 3n8 =0

51’15 - 1On6 + 12118 + 41'19 - Bnm - 3n1,I =0

5n5 - 10116 + ?2n8 + 41'19 - 3n10 - 31’!.11 =0

3 + 15n4- 2On5 - 10n6 +6n? + 12n8 +n9 - 3n10 =0

7n3 - 211'15r + 3O:r15 + 20116 - 10r17 - 30118 - 5n9+12n10+ 41'11,I =1,
0’1702 = ng.cg - 0’?03 = n3.G§ H 0?03 =n4.er’3 H 0?0'20'3= n5.0§;

O’g = n,?.Og ; G%O:US = n8.Ug H 0‘103 = ng.Cfg H 0'10'20'§= n,IO.Og;

me, on trouve ¢ n1=42 3 n2=21 : n3=5 s n4=11 : n5:3 -

n8=2; n9=3; n10=1; 11=1.




Calculons le résultant de :

3 2 2 2.3
X* + (1-39)0,X" + [(3g-2)go + 0, IX + 0, - g0 0, + g°0;(1-g)

3 2 2
X7 - 0 X + (01-02)){ - 0, # 20,0, ~ 0:13 ,

C'est-a—-dire le déterminant D ¢

2
1 (1-39)0,  (35°-29)d+o, 0,-go, 0, 0 0
2
© 497 (1-g)0)
0 1 (1—-3g)01 (392-29)0?4@2 cr3-gcr1cr2 0
+g2(1-g)a3
2
0 0 1 (1-—39)0,I (3g —2g)0? 9,-99,0,
2
t 0, +g (1-9)0?
2
1 - 0'1 - 02 - 03+2cr102—cr? 0 0
2
0 . 1 - 01 01 - 02 -0'3+20'10'2-—0% 0
2
0 0 1 - 0‘] 0‘,I - 0’2 -—0‘3+20102-0’3

8

D'olt ¢ D = (gg- 6g + 17g7-32g6+45g5-—5094+ 4393—2892+ 149-4)0'?

(6g6 - 27g5 - 6394- 8493 + ';f8g2 -57g+ 21)0302

4+

+ (- 6g6 + 24g5 - 41 g4+ 26g3 - 292 +2g- 7)0?03

+ (- 9 - 1097+ 59¢° - 110¢° + 1019 - 38)

+ ( 3Og3+ 12492— 112g + 36)0?0203 + (2492— 48g + 20)021,’02

2
+ (- 15g° + 309" - 229~ 4)"3“3 + (- 24¢° + 569 - 52)0?0203
4 2
+ (-— 4g + 8)0102 + (— 129 + 24)010203 + 803 3
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d'ou dans Z ¢

5 4

7 - 1092g " + 716g3 - 26092—-46g-4 .

D = 4299 - 25298 + 7149’ - 1248g6 + 14329

Si g=7 , il est clair que D est strictement positif. D'autre part,

si g=22 est un nombre entier solution de 9%?1 0, g doit diviser 2

1456, par conséquent, D(g)

1]

qui est un nombre premier, donc g=2 ., Or D(2)

n'admet pas de solution entiére g=2 ,

En résumé, nous avons étudié 3 exemples, chacun d'eux entrant dans 1'une

des catégories suivantes :

1) p pair ; q pair ; dim G paire ;
2) p pair ; q impair ; dim G paire ;
(et donc aussi : p impair, q pair) ;

3) P impair ; q impair ; dim G impaire.

Dans aucun de ces cas, contrairement aux espaces projectifs, le lieu sin-
gulier d'une forme de Pfaff ne pouvait &tre vide, et on peut sérieusement penser

que cela n'est jamais possible. Mais une démonstration requerra sans aucun doute

d'autres méthodes que celles utilisées ici,
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VIIT. PLONGEMENT DE PLUCKER ET FORMES DE PFAFF

Soit f 1'application de H dans CN

(ot N = (p; q) ) qui A toute
matrice X de H associe le N-uplet constitué par les pX p-mineurs de X .

La restriction de £ & M a la propriété suivante

e(ax) = (lo(ax) ) = ([M{]aC)[) =[]« (Jgx)])

L

2 ; ; - N-1 2
par conséquent fIM détermine une application de M dans P qui se fac-
torise a travers G :

: &
PO RPN,

£

G

Py Tk M, N=-1
Clairement, f réalise un plongement de G dans P . Remarquons au passage

que ce plongement est précisément celui réalisé par le faisceau trés ample L

des sections de LV

On déduit aisément de ce qui précéde que le diagramme suivant est

commutatif

o
Chlp) s M === N > G
B

gx£ £ 3

il o= (6 e

*
ot N es. le morphisme : GA(p) —» C

J A b—|A| .




e

Ce diagramme induit le diagramme commutatif suivant sur les formes de Pfaff

¥

KO(p, Ql(m)) ——E——s 1°(c, Q}(n))

oo b

(e ¥, “Z.:N o) ———> 1, Q)

ou les fléches verticales sont celles déduites de la proposition 2 du paragraphe
LIE, (Rappelons que celle-ci est en particulier vraie pour les espaces projec-
tifs).

" y e 0 1

Si maintenant, @ désigne ume forme dans H (P, Qp(m)) , alors

1 & 3
(CN )*) est une forme du type : iwa dr ( T, désignant

les coordonnées dans CN) ot les woz(Tcr) sont des polynBmes homogénes de

Tw € Bo((cM)*, a

degré m-1 vérifiant la relation Z UJQ Ta = 0 . Donc ¢
o

* * ¥*
TE w=Ff T W=ZFf w_ d(f To),
o o

et comme f*(Ta) = |ox)] , donc que d(f*Ta) = 3 wdx.j s, On a s

i,i A o
¥* ~a¥ a X
T e= = wé[dx”)_kill@%jw ow @,
ilyd oX. . i3

1]

o w,. =zo ((|ax)])) ALK
1] o o ax' -
1]

N - S
Par conséquent, la restriction de la forme sur P i définie par w=2wadTa -

telle que Z W o y est la forme sur G définie par w = Z wij dxij ’

b o, =T ((la(x)l))ilgéﬂ

Remarque, Bien évidemment, les wij ainsi définis vérifient les relations (2)

et (3) de la proposition 1, § III.
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Remarque. Dans le cas de G=G(2, 4) , plongé dans P’ , on constate (c£. § V)

que toute forme de Pfaff sur G est la restriction d'une forme de Pfaff sur

5

P° . Mais cela n'est pas vrai en général,

En effet, il arrive m@me que hO(P, Q;(m)) soit inférieur A&

hO(G ; Q;(m)) comme le montre l'exemple G=G(2,6) . En effet, G(2,6) est

plongé dans P = IJ4', et 2

m+ 13
(=17 = (m=1) e D glara)

hp(n)

I

hG(m) g%g (m- 1)(m4~1)2(m4-2)2(m4—3)(m4-4)2(m4-5) -

Par conséquent :

m+5
()= hy(m) = (a-1)C, ) (BT - 5 e e 2)(me ) |

Cette expression est bien évidemment positive lorsque m est suffisamment

grand, mais elle est négative lorsque m=2,3,4,5,6,7 ...
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VIIT. SOLUTIONS ALGEBRIQUES NORMALES ET FEUILLETAGES

Suivant [3], 4, page 125, nous dirons qu'une solution algébrique f
d'une équation de Pfaff algébrique sur G est normale si 1l'hypersurface corres-
pondante de G (i.e. : l'ensemble des points x€G tels que £(x)=0 ) est nor-

male ; i.e. ¢ a un lieu singulier de codimension =2 ,

PROPOSITION 3. Soit W# O une forme de Pfaff irréductible, de degré m , sur G .

*

81 £ & C[Xij] est une solution algébrique normale de w=0 , alors :

(i) il existe un polyn8me homogéne a et unme 1-forme h & coeffi-

cients polynomiaux homogénes de m€me degré tels que 3

W=a.df+f,h

(ii) l'hypersurface f£=0 contient une composante irréductible de dimen-

sion pg=2 du lieu singulier' S de w;

(iii) on a d°(£) = (m-1)p ;

(iv) on a ¢+ £ divise WA d dans Azﬂg{/c .

Démonstration. Le cas des espaces projectifs étant traité (ct. (3], § 4,

page 126), on pourra supposer 3 2Sp=<(p+q)-2 .

Soit C 1'hypersurface de H (= C(p+q)) d'équation £=0 .
Par hypothdse, le lieu singulier de CMM est de codimension 22 dans C .
Comme d'autre part Y = H-M est de codimension 23 dans H , (%), la codi-

mension de YNC dans C est 22 et par conséquent C , qui est intersection
compléte, est normale,

— — 2 %
Par hypothése, on a ¢ WAd4f = 0 dans QH ®@ GC , ou les barres
H

représentent les classes modulo f . Comme la section df @C-—b QH ®® @C




est localement facteur direct sur l'ouvert V , complémentaire du lieu singulier
Z de C dans C , il existe b EI"(V,@v) telle que ® = b df sur V .
Comme C est normale et codim(Z,C) 2 2 , 1'homomorphisme de restriction
iy @C)—-—-) rv, @v) est un isomorphisme, autrement dit, b se prolonge

en une section, notée de mé€me, de @C «. DY 2

W =Db df dans Q:I®@ @C.
H

L'assertion (i) en résulte aussit8t : on choisit un reldvement a de b dans
r(u, @H) = C[Xij] y d'ol une égalité du type ® = adf+ fh. dont on ne retient

que la composante homogéne de degré mp- 1

Pour montrer (ii), nous allons raisomner par 1'absurde en supposant
codim(sNc,c) 2 2 ,

De méme que précédemment, la section ® ®C"—PQ; ®® GC est
H

localement facteur direct en dehors d'une partie fermée de codimension = 2 y
d'oli 1'existence de ¢ € I'(C, G\C) tel que ¢ df =c- @ ,

Mais alors bc=1 , d'olu bag est inversible dans TI'(C, @C) , donc b € c* .
Par conséquent, il existe A € c* tel que ® = Adf+ fh . Des raisons de degré
font que h=0, d'ou W = Af . Ce qui est impossible, car la formule d'Euler

entrafne :

0=0x)°tx = \aeletx = me(x) - I,
ol n est l'entier tel que f£(AX) = IAln 24X
L'assertion (iii) résulte facilement de (i). Si on avait d° £ > (m-1)p ,

comme d° £ est de la forme np , cela impliquerait que d° £ 2 mp , ce qui

entrainerait nécessairement, A cause de 1'égalité ® = adf+ fh y que W=0 .

L'assertion (iv) est aussi conséquence de (i), car alors :
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AW AW = (daAdf + dfFAh + £dh) A (adf + fh)
= £(daAdfAh + adnAdf + £dhAh) .
Preuve de (*) s on supposera que ps(p+q)-2 . Y est une sous-variété affine

de H dfanneau de fonctions @
A =€:[}ci;j [ ey LB 321, Sl s pial/l

ot I est 1'idéal engendré par tous les déterminants la’(x)l d'ordre p de

la matrice (X..) .
ij

-

Considérons les p-uplets a1 ’ cr2 v 0‘3, de telle sorte que :

01_(1,2,...,13)

%
0(3=(3,4,...,p+2).

(2484 vonie BFL)

]

Alors, bien entendu, dim A < dim( C[Xij]/( |a1l, [ezzl, ]ar3[) ) (notant comme d'ha-

bitude |a«I le déterminant Io:(X)l correspondant au p-uplet & ). Mais :

el 1/ Cloy [ lap | e 1) = {Cetx, 5 | jSp]/(lm,l))[xij.5>pJ}/(la2l,la3l).

or |a@, | est premier dans C[Xij] , donc B

1 = Clx; | jsp]/(lcv,ll) est inta-

1
gre, Par conséquent, Iawzl est irréductible dans B1 [Xij l j>p] et donc

B, = B1[Xijljsp+ 1]/(la2|) est intégre.

Par conséquent, '%’ (#0) est um paramétre dans BEI:Xij | 5>p+1] , autre-
ment dit :

ain(lx, 1/ ([oy s lap |, e 1)) = pp+a) -3 .

Remargue. On pourrait en fait poursuivre le raisonnement ci-dessus et en con-
clure que si o = (kyk+1, ...,pP+k=1) pour tout k tel que p+k-1 <

p+k-1 <p+q , la suite (o.f1 y Oy eeey ozk) est une suite réguliére,

P S
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COROLLAIRE 4, 8i l'équation W=0 admet t solutions normales .E',] irela iyl
vérifiant s

z d“(fi) =z 2(mp-1) ,

alors W est complétement intégrable.

Démonstration. D'aprés (iv) de la proposition précédente, Broeeen £ divise

WA AW qui est & coefficients homogénes de degré 2(mp-1)-1 .

COROLLAIRE 5. Si w est une forme de Pfaff complétement intégrable sur G ,

G =G(p, P+q) , le feuilletage sur U =G-S défini par. ® n'a pas de feuille

comEacte.

Démonstration. Une telle feuille, si elle existait, serait ume sous—variété

analytique compacte de G , donc de » (W = (P;-q) - 1) pour le plongement
de PlUcker, donc algébrique d'aprés le théoréme de Chow. Ce serait donc une so-
lution algébrique normale de W=0 ; sa compacité serait en contradiction avec

la partie (ii) de la proposition.

Remarque 1. On pourra remarquer que les propositions et leurs démonstrations

figurant ci-dessus peuvent se calquer, mutatis mutandis, sur le cas projectif

(c£. [3], § 4, page 125).
Remarque 2. Dans (5], § 2, Proposition 2.3, J,P. Jouanolou a montré qu'en fait
le polyn8me a et la 1-forme h de la proposition 3 vérifient :

a(Ax) = |A]™™ a(x)

A u(AX) = A" EEX) .

i o0 : +
Pour ce faire, au lieu de considérer comme ici le morphisme Mon(CP , CP7Y) s G,

* * "
on concidére le morphisme L —2G ( L désignant le fibré en droites canoni-
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que privé de la section nulle).

Dans le méme ordre d'idée, il démontre ainsi également que lorsque
W=0 a une solution normale de degré (m-1)p , alors ® admet une intégrale

premiére rationnelle de la forme @

£
(e, fax) [

Questions. On peut se poser la question d'une éventuelle généralisation du
corollaire 5 ci-dessus (cf. Proposition 4.2 de [3]), & savoir : aucun feuille-
tage algébrique non trivial sur une grassmanienne n'admet-il de feuille compacte ?
Question liée & la suivante : peut-on trouver un systéme.de Pfaff algébrique ad-
mettant pour solution une variété projective lisse dont le fibré normal ne soit

pas ample ?
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