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INTRODUCTION :

Dans un article intitulé “Schémas de Hilbert” (cf. [G]) , A. GROTHENDIECK a montré
Pexistence d'un schéma paramétrant toutes les courbes de P, de polynome de Hilbert donné
P(n) , appelé schéma de hilbert des courbes de polyndome P(n).

Le premier exemple non trivial de tel schéma de Hilbert est celui des courbes de polynome
P(n)=3n + 1, c’est-a-dire des cubiques de genre arithmétique 0, que nous noterons Hso . Nous
démontrons ici le théoreme suivant :

THEOREME : Hjo a deux composantes irréductibles de dimension 12 et 15, His et His

chacune d’elles lisse , s'intersectant transversalement suivant un sous-schéma de dimension 11 .

Notons que ce résultat a été obtenu également , séparément et par des méthodes différentes
par R. PIENE et M. SCHLESSINGER ( cf. [P-S] ) . L'intérét de cette nouvelle approche tient au
caractére élémentaire et explicite des méthodes utilisées . En particulier , la description explicite
des espaces tangents nous permettra de calculer les nombres de Betti de la composante Hjs - cf.
[S]) -

La démonstration de ce théoréme se fera selon le plan suivant :

I) Courbes de degré 3 et de genre arithmétique 0 dans Py ;
IT) Composantes connexes et composantes irréductibles de H3 g
I11) Points singuliers et points réguliers de Hg .

Dans une quatriéme partie , on montre, de plus , que la composante His ensemble ce

courbes du type “cubique + point” , en fait , isomorphe a I'éclaté de H x PZ , ou H désigne le sché-

ma de Hilbert des cubiques planes de P2 | le long de la courbe universelle au-dessus de H .




I). COURBES DE DEGRE 3 ET DE GENRE ARITHMETIQUE O DANS ,E’; :

Soit C une courbe de Pé , alors C est composée d'une ou plusieurs compo:santes

jrréductibles de dimension 1 et d'un nombre fini de points . Soit C' la réunion

, ’ 3
des composantes de pure dimension 1 ; c'est une courbe de PE ., contenue dans

C et de Cohen-Macaulay .

Rappelons que le genre arithmétique P d'une courbe C est défini par :

Pa(C} 1 - K(CfOC)

ou encore par pa(C) T = PC(O)

ou x(c,oc) = ho{C,OC) - h1(C,OC) est la caractéristique d'Euler-Poincaré de C

et Pc(n) son polyntme de Hilbert .

De la suite exacte définissant C' a partir de C , a savoir :

o > ? 0 * 0
k C ol

v
o

ou K est un faisceau de Oc-modulesconcentré en un nombre fini de points xl,...,

cesX_ 4 OD déduit que :

n
= 1 s o = v -
pa(C) = pa(C ) h™ (K) pa(C ) ; l(Kxi)

ou h¥(kK) désigne la dimension du C-espace vectoriel 1°(c,K) et l(Kx ) la lon-

gueur du Ox -module Kx . De plus , si C' est constituée de n composéntes con-
i o i
nexes , alors h {OC') =n .

Soit maintenant C une cubique de Pg et C' la courbe qui lui est associde

" s’ . -
de la maniére décrite ci-dessus .

I.1. Si C' est une courbe plane :

Dans ce cas , C' est un diviseur de Pi et son genre arithmétique est alors 1 .
. : ; o
Par conséquent , avec les notations ci-dessus , h (K) =1 ; les courbes C et C'
diffdrent donc d'un point x , isolé simple ou immergé simplement (i.e. l(KX)=1) .

Bien entendu la courbe C n'est pas nécéssairement plane .
b



I.2. Si la courbe C' est gauche :

2.1. Lorsqu'elle est irréductible et réduite , elle est lisse . En effet ,
supposons que C' ait un point au moins double x et projetons-la a partir de
x sur un plan générique . Sa projection Cé est alors une courbe plane de de-
gré 1 , donc une droite D , et par conséquent , C' serait contenue dans _e
plan <x,D > , ce qui est exclu . Donc , dans ce cas , C'" est bien lisse ,
donc isomorphe a E; et pa(C') =0 .

rd O
Par conséquent , h (K) = o , d'ocUu K =0 etC =2C".

2.2. Si C' est réunion d'une conique lisse Y et d'une droite 4 :
@ si Y et d ne se coupent pas , pa(C') = =1 , ce gui exclut ce cas .
@ si Y et d se coupent ( sans étre coplanaires! ) , pa(C') peut étre calculé

4 partir de la normalisée de C' et on trouve pa{c') =0 ; et 3 nouveau C = C' .

2.3. Si C' est réunion de trois drcites distinctes ou confondues :
e si les trois droites sont deux & deux non coplanaires , C' a 3 composartes
connexes et par conséquent , pa(C'} = -2 , ce qui est & nouveau exclu
@ si deux d'entre elles sont coplanaires , pa(C'] = -1 et ce cas est également
a exclure .
@ si les trois sont concourantes ( et bien entendu non planes ) , deux cas se

présentent :

z

\ -

-~

Dans les deux cas , le genre arithmétique , calculé i partir de la normalisée,

est nul , et , par conséquent , C = C' .

2.4. La courbe C' est constituée d'une droite double Yy et d'une droite 4 .

2.5. La courbe C' est une droite triple .

Dans ces deux derniers cas , il nous faut calculer le genre arithmétique
d'une droite double et d'une droite triple , et pour cela , d'abord les cara-
tériser . C'est ce que nous allons faire dans le paragraphe suivant pour les
droites triples , du moins celles susceptibles de nous intéresser (i.e. e
genre 2 o ) , la démonstration se transposant entiérement au cas des dro:tes

doubles .



I.3. Droites triples de genre Z o :

Nous allons montrer que toute droite triple non plane de genre Z 0 est sur
une quadrique singuliére , et en fait , est d'un des deux types suivants (tous
deux de genre O ):

3.1. droite triple définie par le carré de 1'idéal d'une droite simple ;

3.2. droite triple située sur un céne quadratique

Considérons une droite triple C et la droite simple D , support de C , et
soient J et I les faisceaux d'idéaux correspondants
On a alors les suites exactes suivantes (ol 1l'on notera OP le faisceau O‘P3 )

C

(o-———)J——-‘roP-——aoc-—iO

O-—-'—)I-——->OP——)OD-—-')O

p+l

+
0 —3JN PPN — s 7N P gniPran 1 s 1)

+
0 —> P 5 P —5 1P, P 50

\

On déduit des deux premidres que

pa(C) K(J) e K(I} p (D) =0
et nous allons calculer ¥(J) a l'aide des deux autres , en remarquant que J est
m
I-primaire , autrément dit , qu'il existe m € N tel que I I .

pt1

on a : (31 °) =K(Jﬂ 1Bty g Gl /5 n P

P, X /1P,

et : K(Ip) =NI

m-1
d'ou : ?‘(J} =ZK(JH Py IP+1) +){(J nI .
1

p=

m—1 _
De méme :K(I} = E X(IP/IPH) +ﬁt1m] ; et par conséquent
P:
< +1 +1
K@ -y = > (e n P n T g -A{IP/IP ).
p=1
D'autre part , nous savons que I/12 est le faisceau conormal d'"une droite

dans lPé , il est donc localement libre de rang 2 sur P; et par conséquen: iso-

\ . . H .
morphe a : 091(-1) @ OP1(—-1) . Ce qui implique que , pour tout p , Ip/Ip (qui



est en fait SP(I/I ) ) est localement libre de rang rP p+1 et isomorphe a
+1
OPH -p)¥
: b= : R
Par ailleurs , g N Ip/J n IP 1 est un sous-faisceau d'un faisceau localement

libre sur Pé ; il est sans torsion , donc localement libre de rang rp 2

Tensorisant par OP{n) toutes les suites exactes de (S) , celles-ci conservent

leur exactitude ; ce qui conduit i :

m-1

fam) -y =2 (@ n a0 !y (n) - K(IP/IPH)(n)}
B :

et les faisceaux du deuxiéme membre étant des faisceaux localement libres , on a :

K[(J n /30 2] - K[(IP/IPHJ(H}]I’— (rP

e r?)n + a , pour n>> 0 et afZ.

Par ailleurs , les deux premiéres suites de (S) nous donnent :
A(J(n)) - FﬁI{n)} = ‘(OD(D)) - X(Oc(n}) = =2n + b , pour n>> 0 et b € Z .
‘ f {

Comparant les deux valeurs de cette différence , on en déduit que

Z:lm" P_ P
- =m2 ,
oy ~ g

p=T
Si l'on remarque alors que £ = P implique la méme égalité pour tout q:
PN k-+1 K, kel . .
(en effet , rJ = I équivaut a:g N 1 /3N 1 et T /I coincident au point
i
générique ) , on s'apergoit qu'il n'y a que deux cas possibles :
k k
@ r1 = 0 et r, = r pour tout k= 2 ;
2 k k
®r = 1, r; = 2 et r; = r; pour tout k = 3

3 , autrement dit I3 cJ.

]

Dans les deux cas cela implique m

yia . 1 ,
Comme par ailleurs , toujours de (S) , on deduit que H2(I(2)) = H {0 (z)) =0
k+1 _ k+1 k k+1
et que , dfautre part , puisque I /I = 991(‘k’ impligue H (T /1 (2)) =0

r

pour k€ 3 | une récurrence rapide nous conduit a :

H2(Ik+1(2)) = 0 pour k< 3

2 2. .3
Les deux suites exactes : QO =3 13 ——3» JNI° —»JN I /1" ~=>0 et

2 2 ‘. .
O == JNI —%J-—>J/JN 1I° — 0 , nous permettent d'écrire successi-



2 2
vement H (J N I (2)) = 0 et enfin : Hz(J(Z)) =0 .

Par ailleurs , le théoréme de Riemann-Roch nous permettant d'écrire :

K(OC(2)) =58 B d'ou X(J{?-)) = X(OP(2)) = X{OC(2)) = 3 o O

déauit que : h°(3(2)) - h' (3(2)) + h>(I(2)) = 3 + p_ . et comme n%(3(2)) = 0 ,

n%3(2)) =3+ p_+h'(@2) 3 3+ p_

Conséquence : lorsque 1 2 -2 , C appartient & au moins une quadrique , et

r

en fait , lorsque P, 2 0 , C appartient & au moins trois quadriques indépendantes.

Plagons-nous dans ce dernier cas : p = 0O
a

® Si C est sur une quadrique lisse Q ; alors C est un diviseur de Q de twpe (3,0),
la formule du genre nous dennetalors : pa(c) =1+ % c(c + KQ) = =2 , Ce qui
exclut donc ce cas .
® Si C appartient a4 un céne quadratique . Soit T2 - XY 1'équation d'un tel céne
et supposons que le support de C est alors la droite (T,X) . Il est faci e alors
(quitte & couper par un plan Y = a , a#0) de sé .convaincre que C peut étie définie
par 1'idéal homogéne (T2 - XY , TX , X2} .

Comme la famille de courbes (Ce} d'équations T2 -XY¥=0, T™ -€T =0,
X2 - EX = 0 , est une déformation plate de C et que Ce est constituée de trois
droites concourantes et non planes , patce) = 0 et donc pa(C) =0 :
e Si C n'appartient qu'a des quadriques de rang £2 et n'est pas plane , alors
elle appartient a deux plans distincts , par exemple T = 0 et X = 0 .

Les autres quadriques linéairement indépendantes sont alors du type
(aT + BX)(cT + dX) = 0 et 1'idéal homogdne saturé s de C contient alors 1'idéal
(aCT2 + bdx2 5 a'c'T2 + b'd'x2 ; TX) avec (acb'd"' - bda'c') # O , qui n'est au-
tre que {T2 o X X2) . Ce dernier est homogéne saturé et définit une courbe
de degré 3 , par conséquent , 3o = (T2 , X , X2) = (T ; X)2 .

Remarquant que ce cas est une spécialisation plate du précédent (on specialise
le cbne d'équation T2 - XY =0 en € = 0) , on en conclut que , dans ce c¢as en-

core pa(C) =0 .

I.4. Cas des droites doubles :

Les notations étant celles de I.2. , on constate que :
-—-—siyNda=¢g, alors 0% pa{C') = pa(Y) + pa(d) -1 = pa(Y) -1, d'olu Pa(Y)
doit &tre supérieur ou égal 3 1 ;
-- siy N d= {x} , deux cas sont possibles :
e soit d est transverse a y (i.e. x est un point simple de d M vy)
et ,'si G désigne la transformée stricte de C' dans 1'éclatement

3 ~
de x dans Pc ,ona : 0% pa(C') = pa(C') +1 = pa(Y) H



e soit d est contenue dans le plan tangent a Y en x (i.e.-
% est un point double de d N vy) , et alors :

o p_(c') =p£6w-kz=pgy)+1 ; d'ol p_(Y) = -1 .

Par conséquent ; les seules droites doubles qui interviennent dans notre liste
sont les droites doubles de genre arithmétique 2 -1 . Un raisonnement analogue

3 celui utilisé pour les droites triples montre que pa(Y} £ 0 , pour toute droite

double y , et : pa(Y)
Pa('YJ

O si et seulement si y est plane ;

I

-1 si et seulement si ¥ est sur une gquadrique lisse .

En conclusion , les seuls cas possibles sont :

Il

-———Cc=Cc"=dUyoudNy#¢gety plane , d transverse a y ;

— 00 = N ﬁ = = &=
c =-C dUyotdNy#g, p(y) tetdor .

I.5. Les points immergés :

Comme nous l'avons vu , lorsque C' est plane , C est obtenue par "adjonction”
d'un point simple isolé ou immergé . Encore faut-il préciser comment un point
peut étre immergé simplement sur une cubique plane .

La question étant locale , nous nous placerons dans l'espace affine m3, muni
de coordonnées T , X , Y , et considérerons la cubique plane C' d'équation £ = O
dans le plan T = O , et nous supposerons le point 0 = (0,0,0) immergé dans C .

On remarque aussi que si C' est lisse en O , la situation est localement iso-
morphe a celle du point immergé simplement sur une droite , a savoir la courbe

définie par 1'idéal {X2 , XY) .

Notons encore I 1'idéal définissant la courbe C dans C3 . . Comme la longueur
1{(T,£)/m(T,£)} =2 (ou m désigne 1'idéal maximal (T,X,Y) dans e[T,X,y]) , et
que , par hypothése ; l{(T,f)/I} =1 , cela impose I ¢ m(T,f) ; autrement dit
3g€ 1, g=aT + bf tel que amoub @ m, a,b € ¢fr,x,v] .

On a alors les inclusions suivantes :

m(T,f}i; (g) + m(T,f)c I + m(T,£) §:(T,f)
g 2 6T ity
i 1
: L sy
i e s sl
2
d'ol : T =I + m(T,f) = (g) + m(T,f) , autrement dit : : 7
I=(aT+bf,T2,TX,TY,xf,Yf).
Par conséquent , si a = ao + termes de degré 2 1 et de méme b = bo & e

a,b €E¢,ona:
O o

2
(aOT +bf 7., ™, TY , Xf , ¥Yf) .
v

H
I




Deux cas sont , en fait , & distinguer :

. 2 . .
® si aO =0, 1I=(T ,TX , TY , f). On dira que le point est "hors du plzn"

]

@ si a 0, I (aOT + bof . X£ , ¥£f, Tz) . Dans ce dernier cas , on remar-
quera que la dimension locale de plongement est alors 2 : on dira que le point

est "immergé dans le plan" , bien que globalement la courbe ne soit pas plane .

Comme cas particulier , on trouve , lorsdque b0=0 , I =(r,Xf,¥f) , une courbe

Elane &

IT). COMPOSANTES CONNEXES ET COMPOSANTES IRREDUCTIBLES DE H3 o :
’

Nous allons montrer que le schéma de Hilbert des cubiques de P; de genre O ,

que nous noterons , a une seule composante connexe constituée de deux com-

H
3,0
posantes irréductibles , H

de dimension 12 , et H de dimension 15 .

12 15 '

I1.1. La composante H12 ]

1.1. L'ensemble des cubiques gauches lisses forme un ouvert lisse U du sché-

ma de Hilbert H3 o’ de dimension 12 ., En effet , soit C une telle cubique ;
r

C appartient a une quadrique lisse Q , d'ou la suite exacte de Oc—modules :

0 ——» N -—+NC3-——> —_— 0 .

N 3
c/Q /ey o/ey |c

D'autre part , C étant un diviseur sur QO de type (2,1) , il est de self-in-

: 2 ; 1
tersection C = 4 et par conséquent,pulsque C n'est autre que PC plongé dans

1 ,
Pz par 0@{(3} ¥ NC/Q est un faisceau inversible sur P@ de degre 4 , donc :
N = i (4)
124
c/o e}
et comme NQﬁP; = OC(Z) , on a aussi : NQ/P£;|C = qpé(B) .

CHER o
Ainsi , c/p
une estension de qP1(6) par 091(4) .

. . 1
3 peut &tre considéré comme un faisceau sur P& ;, obtenu comme

. C g . s
De la suite exacte de cohomoTogle associée, on conclut que : d'une part ,

H1(C s N P3} =0 , et par conséquent que U est lisse au point C , et

Cc/

d’autre part que HO(C ' NC P3) =12 , d'ou que la dimension de U est 12 .

1.2. Toute cubique non/plane du type "conigue lisse + droite"™ , "trois
droites" , "droite double + droite"™ , "droite triple"™ , de genre O , est
spécialisation de cubiques gauches lisses . En effet , une telle cubique
gauche lisse est obtenue comme intersection résiduelle de deux quadriques
lisses ayant une droite commune d . Faisant dégénérer une de ces gquadrigues

dans une famille de quadriques contenant d , on remarque que les cubiques

gauches se spécialisent en une cubique du type "conique lisse + d" . Les



courbes des autres types ci-dessus sont obtenues en faisant encore dé¢énérer
la conique lisse .

De méme , les cubiques C telles que la courbe associée C' soit plane: & point
double ordinaire ou & "cusp" , munies d'un point immergé simpiement "hors du
plan" , situé sur la singularité de C' , sont obtenues comme spécialisation
de cubiques gauches lisses par projection a partir d'un ppoint de P; (cf£.[H]) .
En faisant encore dégénérer C' , on obtient toutes les cubiques a point im-
mergé "hors du plan" , ce point étant situé en un point singulier de C°'

En conclusion , toutes ces courbes sont dans l'adhérence de U , notée H1

2

I1I.2. La composante H :

15
De la méme fagon , on constate que l'ensemble des "cubiques planes lisses
plus un point extérieur au plan" est un ouvert lisse , V , de HB,O . En effet ,
soit C une telle courbe , C' désignant toujours la courbe associée et P le point ,
alors :
NC/[P:.:' - NC'/EP; ® Np/ip;_ .
or , NPﬂP3 est concentré en P et est un C-espace vectoriel de dimension 3 ,

1 . ) ]
3) =3 et h (C'NPAP3) =0 ; d'ou ,1'on déduit cue la

d'ou , on a : hD(C,NP
1

t 1 t H N

93) es 5 et que (C, -

/P
/3 / /

conclut alors de la méme maniére que ci-dessus : V est lisse en C et ‘e dimen-

. ; o o
dimension , h (C,NC de H (C,NC |P3) =0, On
sion 15 .

Les spécialisations de telles courbes sont obtenues en faisant "boucer le
point" et/ou dégénérer C' ; par conséquent , toutes les courbes du type "cubi-

que plane plus un point (immergé simplement sur la cubique ou non)" scnt

spécialisations de courbes de V ; nous noterons H15 1'adhérence de V

II.3. Conclusion provisoire :

Dans les deux paragraphes précédents , on s'est apercu que toute coirbe

, ou dans H ; par conséquert H
12 15 7 P 2 3,0

est réunion de ces deux ensembles . Comme d'autre part , une droite triple

de degré 3 et de genre O est ou dans H

du type "droite triple plane a point immergé hors du plan” est & la fcis dans

H12 et H15 ; cela montre que H3 o est connexe par arcs , donc connexe .
r
De plus , on a montré que toute courbe de H3 o se spécialise en un ces types
r
suivants :

o "droite triple définie par le carré de 1'idéal d'une droite" ;

b

o "droite triple plane i point immergé hors du plan" ;
o "droite triple plane & point immergé globalement plane' .

siH R , H .

Ces courbes appartenant respectivement a H 12 15 15

12



Remarquons aussi dés 3 présent que ces trois types de courbes sont des
points "ultimes" du schéma de Hilbert , bien que cela résulte , pour partie
de la suite (cf. § III) . En effet :

@ une courbe du premier type ne peut Se spécialiser ni en une courbe du
deuxiéme , ni en une courbe du troisidme type , parce que la dimensior lo-
cale de plongement ne peut que croitre dans une spécialisation ;

@ une courbe du deuxiéme type ne peut non plus se spécialiser en une cour-
be du troisiéme type pour la méme raison . Si , d'un autre cété , elle se
spécialisait en une courbe du premier type , cette derniére appartiendrait

by

a l'intersection de H12 et de H15 s Or nous allons montrer dans III quz H

est lisse en un tel point : c'est donc impossible ;

3,0

@ une courbe du troisiéme type enfin ne peut se spécialiser , pour d=s
raisons de semi-continuité , qu'en une courbe plane . En effet , si X P;
est une famille plate de courbes de base Y , dont la courbe générique =st
du troisidéme type et si I est le faisceau d'idéaux de 0P3 définissant X ,
on a : h(y) = ho(Xy v Iy(1)) =1 , pour tout y # Yo ! d'gh h(yo) 2 1 . Par
conséquent , une telle courbe ne peut se spécialiser en une courbe du pre-
mier , ni du deuxiéme type .

Enfin , comme toute courbe est soit dans 1l'adhérence de U , soit dans
1'adhérence de V , H a deux composantes irréductibles au maximum ; il

3,0
¥y en a exactement deux , puisque H12 et H sont d'inégales dimensions

15
et que H12 & H15 5

II.4. L'intersection de H12 et de H15 g

Une courbe de 1l'intersection ddit &tre a la fois spécialisation de cu=-

biques gauches lisses et de courbes du type "cubique plane + point™ .
Remarquons tout d'abord qu'une cubique connexe sans point immergé , > ,
ne peut étre spécialisation d'une "cubique plane + point" (gque celui-ci
soit immergé ou non) : en effet , pour une telle cubique C , on a
hO(C " OC) =1 , donc< 2 . A nouveau , des raisons de semi-continuité imr
posent alors que pour toute générisation C' de ¢ , ho(c' , Oc,} <2. 0,
si I'est une "cubique plane +point" , ho(f B qr) =2 .
Inversement , puisqu'une cubique non connexe ne peut étre spécialisa-

tion d'une cubique connexe , les seules courbes de H qui peuvent &tra:

15
dans H__ , sont celles ol le "point supplémentaire” est immergé . De plus ,

2
ce poilt ne peut &tre situé en un point lisse de ¢' ; si tel était le :as ,
la situation locale au voisinage de ce point serait celle d'une droite avec
un point immergé , c'est-a-dire du type : Spec(A) ou A = m[x,y]/(xz,xyi P
Or , dans ce cas ,l'espace des déformations infinitésimales T1(A) est de

dimension 1 et "éloigner le point"™ constitue une déformation non triviale i



.-1 O_

c'est donc la seule . Par conséquent , les seules déformations d’une
"cubique plane + point immergé situé en un point lisse" ‘consistent domnc

a "éloigner le point" : une telle courbe n'est donc pas dans H

12
Enfin , si la courbe munie de son point immergé est "localement plane"

(i.e. a pour dimension locale de plongement 2 au maximum)?%ggpeut étre. spé-
cialisation d'une cubique gauche lisse : nous verrons dans la derniére par-
tie de IV ,, que toute déformation affine au-dessus d'un anneau A d'umne
courbe de ce type est de la forme A[x,y]/(xg,yg) ; autrement dit , une
telle courbe ne peut se "lissifier" par déformation , c'est-a-dire : &zu-

cune déformation ne peut en &tre lisse et connexe .

Comme par ailleurs , toute courbe du type "cubique plane singuliére_i

point immergé ,situé en un point singulier de la courbe associée et dirigé

hors du plan" , donc défimi.e par un idéal du type I = (T2 ¢ TX wTY: 4 ) o

est d'aprés II.2 et II.3 dans H12 et H15 , cette intersection est préci-
¥ ety

sément constituée des courbes de ce type .

Cette intersection est de dimension 11 : une telle courbe est , en effet ,
entiérement déterminée par la donnée d'un plan (3 paramétres) et d'une cu-

bique singuliére dans ce plan (8 paramétres) .

IIT). POINTS SINGULIERS ET POINTS REGULIERS DE H3 o :
r

Remarquons d'emblée que deux cubiques d'un méme type se déduisent 1'une
de l'autre par un automorphisme de Pé : par conséquent , leurs espaces de

4 . ! 3 . : g
déformations plongees (dans P”) sont isomorphes . Autrement dit , pour dé-

terminer la nature de tous les points de H correspondants a des cour-

3,0
bes d'un type donné , il suffira de déterminer la nature de l'un d'entre

eux seulement .

III.1. Espace tangent en une "droite triple déterminde par le carré de

1'idéal d'une droite" :

Désignons par I le faisceau d'idéaux définissant la courbe C et appliquons

la théorie générale du schéma de Hilbert , & savoir : l'espace tangent. en

*

CaH,  est donné par { cf. [1] ) :
r

_ ;0 2. v, o
TC(H3,O) =H(C, (I/T ) )=s H(C, HomOC

Ce qui se traduit en termes de coordonnées homogénes et d'équations de

(T - O -

la maniére suivante : soit P; = Proj(&[T,X,Y,ZJ_ et soit (T,X) les éqLa-

tions de la droite sous-jacente a C ; alors C peut étre définie par 1'idéal
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) 2
homogene IC = (T , TX ; X2) et T =1 .

D'ou une résolution de I =

X 0
-T X 5 5
0 -T (T°,TX,x°)

_ 2 3
Gl G gl e el (2]

7
|+
N

(@]

dont 1l'image par le foncteur Hom C{.,OC) donne ia suite exacte :

f X =T 0)
0 X =T

2
Qme——ms\. Hom C(;_ ' 0g) ———-)oc(z)3 > 0,(3)

et , en prenant les sections globales :

Y

o — % , (/) —> #°(c, 0,2))) — = #°(c , o (31" .

Comme l'application : HO(P3 § qP3(2)) —_— HO(C i OC(2}) est surjective .cf. I.3),
tout élément de H (C , 00(2)) est la restriction i C d'un polyndme homogéne de
deqgré 2 en T,X,Y,Z2 .
Le noyau detf peut alors s'écrire comme 1'ensemble des triplets (F,G,H) ., ou
F,G,H sont des éléments de HO(C,OC(2)) , qui peuvent donc s'écrire :
F=afTY + aTZ + a Xy + a XZ + a5Y2 +avyz+agz:, G-= bTY + yue ¢ B =€, P¥ 4+ sy

1 2 3 4 6 7
tels que : ((F,G,H)) = O ; autrement dit F,G,H tels que :

X =T O ) F
. XF =
0 X =1 G =0 éF==$ F e
| XG = TH
H |
Ce qui se traduit par les conditions suivantes : a, =a  =a, =b, =Db =05, =0
et ¢ =¢c_=c_=0.
L 6 T = 5 5
D'ol la conclusion : h (Cc , (I/I ) ) =12 ,et , par voie de conséquence , un tel

point est lisse et n'appartient donc qu'a H

12

III.2. Espace tangent en une "droite triple plane a point immergé hors du plan™

2.1. Un vecteur du cdne tangent en un point de H3 o est déterminé par un mor-
r

phisme :
Spec C[e]/(€k+1) —— H3 g pour un k suffisemment grand .
r
Mais , tout tel morphisme correspond & la donnée d'une famille plate :
1
)

3 k+
Xe = Emte]/{€k+1) au-dessus de Spec(E[S]/(G Y e
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k+1 - ;
Posons A = m[e]/c ; alors Xe est un sous-schéma fermé de @i . I1 est

A

alors défini par un faisceau d'idéaux I , mais également par 1'idéal komo-

géne saturé de Al T,X,Y,Z] :

o]

I = 8 @, L(n)

®
nz 0

autrement dit : Xe = Proj(A[T,X,Y,Z]/I) 2

Par ailleurs , X, est une déformation plate au-dessus de A de

[>
Xo = XspécA(A/G) . Ce qui se traduit par le diagramme suivant :
=3 _-—._—r—’ = 3
X_ Sp]a(m(n/e ) X, proj(alT,x,Y,2]/1)
Spec@ = Spec(pA/e) ——————> Spec(a) .

2.2. Soit a présent une cubique C du type voulu et désignons toujours
par un indice o tout ce qui est relatif 4 la fibre au-dessus de Spec(y/€)
ainsi C = Xo dans Pz 4 définie par le Zaisceau d'idéaux ;0 I = i o O

Montrons alors que :

our tout n2 O , H1(P3 r I (n) ) =0.
fl———m——————ia—ﬂ i o' o

En effet , désignant toujours par Xé la cubique plane associée a X (cf.
§ 1.) s et notant I et I' les faisceaux d'idédaux définissant , respecti-
= _%
vement , Xo et Xé dans EE , ona, pour tout n 2 0 , la suite exacte de

qPB—modules :

v
@)

0 —>I (n) =———> 1I'(n) » K
=0 -0

ol K est toujours concentré au point immergé . D'ol la suite exacte de

cohomologie associée :
o, 3 f, o 3 63
(%) 0-—7H(:P,;O(n))——#H(P,gé(n))—g)H(tP,K)—-‘)
— @, L () — @, ') = ...
!’__O .r'_o L
Montrons a présent que H1{P3, ;é(n)) = 0 . Pour cela , rappelons que x&

est une cubique plane , autrement dit , contenue dans un hyperplan H de

P3 ; d'ou le diagramme commutatif de suites exactes de qP3-modu1es .
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0] O

! !

0 = O 3{n=17) =0 3(n-1) 0

| |

@ mR I (el o)~ I, (0] =% 0

o]
v 1’

O M 0L (D) SO (1)) el 10, () it

| | |

0] 0 e}

D'ou 1l'on tire la suite exacte :
(0] (0] n=-1) == 1'(n) =+ 0 (n=3) —-—=0
—> 0 3(n-1) 1!(n) (n=3)
et par conséquent la suite exacte de cohomologie :
1.3 : ; (o
ve. =3 H (P, qp3(n—1)) —_—3 H (P, go(n)) —3 H (P, OH(n—B}) —_— ..
La nullité des termes extrémes induisant alors , comme annoncé , la nul-
1ité de H1(@3, Eé(n}] , pour tout n 2= 0 .
Nous rappelant alors que XO peut &tre définie par 1'idéal homogéne saturé
IO = (T2,TX,TY,X3) ;, ce qui signifie , en particulier , que:
o, 3
= H , n
(I.) (e 10( ))
i 4 A n"1 o 5
et , constatant que 1'élément homogene TZ appartient a (Ié)n et n'appar-
tient pas a (ID)n , nous en déduisons que l'application f de la suite exac-

te (¥) n'est pas bijective , et par conséquent que 1'application g n'est pas

1'application nulle (puisque HO(P3, K) = €¢) , autrement dit :

4 né; o, H1(P3, ;O(n}) =01

2.3. De la suite exacte de qufmodules :
A

Q === I(n) ————#quB{n) —_— OX(n} =3 0 , pour tout nz O ,

-

on déduit par tensorisation par A/e , et grlce a la platitude de OX(n) y

la suite exacte :
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Q! w====p F{0) ®A (o6 ) s B i) v B, () S
o} o

d'ou : I (n) = I(n) QA (a/€e) .

Comme d'autre part , on a vu que H1(Ez ’ Lotn)} =0, pour tout n 2z 0 ,
on en déduit , par le théoréme de changement de base ([M] , corollaire 3 ,

page 53) que l'application naturelle :
T _I(n) ® (a/k€) -——-—-—-—-—-=?H°(193 ;I (n))
*= A o o

est , pour tout n 2 O , un isomorphisme , et que , toujours pour tovt nZ 0 ,
ﬁxl(n) est un A-module libre ([H] , théoréme 12.11 , pPp. 290-291) .
o v
Comme , de plus , ﬁwL(n) = H (mg , I(n)) , on en déduit que , pour tout

n=> 0, l'application naturelle :
3 (o}
%@ , I(n) ® (a/e) ——> (R , I (n))
A o A o —o
est un isomorphisme de C-espaces vectoriels , et par conséquent , que

l'application :

e u%(®>,1(n))

= —
I/fel = —& = i , > 0 Hotmg + I (n)) =1
H i =
€ ;s = (IPA,_(n)}] nz o

est un isomorphisme gradué et que I est un A-module libre-.

Fad I 2 r . -~
Sachant que IO peut étre engendré par T ,TX,TY,X3 , on en deduit , grace

au lemme de Nakayama , que I peut &tre engendré par des éléments de la forme:

2 A
T +g1(€) ;TX+92(€) :TY+g3(€) ¢ K +g4(€-)

ou 9,19,19509, sont des éléments homogénes de degré 2 en T,X,Y,Z potur

3
i=1,2,3et 3 pour i =4 .

e

D'ou une surjection de A[T,X,Y,Z]-modules gradués
4
AET;X;Y,Z] -— I —30
dont on notera R le noyau .

Tensorisant par A/€ , et tenant compte du fait que I est un A-module libre

on déduit la suite exacte :
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0 -"‘--)vR/GR — C[T,X,Y,Z]4

v
(]
W
o

et , par conséquent , R/ER est isomorphe a R0 le module des relations liant
les générateurs T2,TX,TY,X3 de Io . Ce qui signifie , en fait , que "les

relations se relévent".

Remarque : On a ainsi montré que X est non seulement plat , mais prcjecti-
vement plat sur A . Autrement dit , 1'anneau A[T,X,Y,Z]/I est une déforma-
tion plate de C[T,X,Y,Z]/IO au-dessus de A .

4 P 4 2 3
2.4. Les calculs : Notons f_,f les generateurs T ,TX,TY,X et

f
1472° Byrty
écrivons , pour i = 1,2,3,4 , g (F) sous la forme
£) =€ + .
qi( ) 9, t € h
D'aprés ce qui préceéde , I sera alors engendré par les éléments :
F, =, +€gqg. +€2h_
i i i i
et , comme les relations liant f%‘fz'fg'f sont

: 4
TE, = X

TE, = YE,

XE, = Ygz

\hy = X5,

on pourra les relever en :

1 2.1 1 2.9 1 2.1 1 2 1
= > » > + &
(=X +€Q +€"RIF + (T +€eQ, + € RIF, + (€Q, + € RF, + (€Q, R,E

I

4

2 2.2 5 2.2 2 2.9 2 2.2
- . . €
(=X & €Q1 + e R1)F1 + (eQ2 + e Rz}F + (T ¥ €Q3 + & RB)F3 + Q4 + € R4}F

i

3 23 3 3.3 3 g3 3 2 3 _
(eQ1 + € R1]F1 + (Y + €Q2 + e RQ)F2 + (=X + €Q3 + e R3}F3 + (€Q4 + € R4)F4 =

4 2 4 2 4 2 4 4 2.4 4 - 8
(eQ1 + € Rl)Fl + (=X~ + €Q2 + € R2)F2 + (€Q3 + € R3)F3 + (T + €Q4 + € R4)F4—0 .

Ce qui se traduit par les conditions suivantes :

(ﬂ-
~Xg, + Tg, + :Ef Q £,= 0
—Yg + Tg + Ef: Q f = 0
4
-Xg_ + ¥Yg +ZQ11 = 0
i=1
&
=X g2+Tg +Z Qlfl= o}
i=1




.'..‘]6_

pour les coefficie?ts de & , avec d°Qi.$ 1, pour j =1,2,3 , d°Qi g 2
i=1,2,3, et d"Qi~$ 0 , pour j =1,2,3 , d°Qj_$ 1 . Ce qui compte tenu
des remarques faites eq_2.1 ¢ correspond énl'espace tangent a H3 5 €n Xo
Les coefficients de ez , qui eux déterminent 1'ensemble des veéteu:s de
l'espace tangent en C induits par un morphisme Spec{C[S]/€3} e 5T & et
qu'on appellera abusivement "céne tangent d'ordre deux" , vérifiént i;s con=

ditions (modulo IO) :

4
1
~Xh, + Th, + ;2'_1 0.9, =0

4
2
-¥h + Th_ + S =
1 T 3 Qigi 0

4
3
-Xh_ + 2 =
X 3 Yh2 + Qig. @]

Toutes ces conditions se traduisent par :

o Premiére relation : (faisant Z = 1 , pour alléger tant soit peu l'écriture)

L2 2 1 1 1 . 1
T(d, + @2? X+ 521' +,X" + Bzxy *KY) +(a + DT+ X + AT + (a,

1 1 1 1
+ b2T + C2X + dZY)TX + (a3

5 2 i 2
- 1Y+71X +31XY+!<1Y)

1 1 1 T3
+ b d + = &
3T + c3X + 3Y)TY a4x X(e::l\1 + r1T ¥ K1X

Avec des notations évidentes .

En identifiant , on obtient alors :

-- pour g, &, = 6H e 31 = Mg B K -=0;

== pour g, , &, =0 ;

-=- pour Ql ) a: = —ﬁ et b, =0 ;

-~ pour Q; ; a; = ﬁ1 - 5& 7 b; = =c_ i c; ==, i

-- pour Q; P a; = -Sé H b; = =d, ; c; = -ﬁb —d; ; d; = "2 E
~—~ pour Ql ' al =0

o Deuxiéme relation : utilisant les résultats de la premidre , elle se ré-

Y

duit a : a
T (A +f5T+5X+SY+\73X2+BXY+VY2)+Z sz = Y{p +|?x2)
3 3 3 37 3 3 s e 1 1
et , par identification , on obtient
2 2 2 2 2 2
= - = ; - - cb = . _ - .b = - : = - :
%= O Oiay=-B 1B =0sa =) ib=-c;d=-n

2 - N - N N T S o
a-{315,b a ;¢ B -a ; a K i a o .
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o Troisiéme relation : utilisant toujours ge qui précéde , on obtient :

G . 2 3 :
Y(|32 X+ hzy X 4 QZXY K Y) + E 1 szi = X(&BT-+ g é=3Y
l-._—

2 2 s : ;
+?3X +6‘3XY+K3Y},dou,lont1re

S F = . = - = . — = ¥ — .3= .3=
Sz—o,ﬁ2 0¥, 0.63 32,93 n, 1K, =6, 1a=0:b =0;
3 .3 __3_3__ .3 _ n .3_ 3 3 _ 3 3 _
a2—‘33;b2 01,02 O.a3 [32,133 d1,c3 62,d3 Q ;
3 _
a, =15 -

o Quatriéme relation : compte tenu des précédentes , celle-ci s'écrit

T(o, + BT + YX + 843{ + ?4x2 + 94XY + K4Y2 + A4X2Y + p4xy2 + V4Y3}

i izﬂ; iji = xz(ﬁzT +Y % +72x2 + B, xy)

ce qui donne

d4 =0 et Qi = —54 -:i:lT -(84+d§)x - -(A4+f§}x2 -{|.L4+g;1)XY -\J4Y2 et
Q: = 52 -ejT + sz + 92Y + QZX2 + ijY + ngz

En conclusion : De ces quatres premiéres relatioms, on déduit que

2 "
- ﬂ2T + YK X+ Bzxy

g =
=&T+ ¥+ BEE 4+ XY+BY2
93 = Pyt ELY Yy 7 2
B : G 2 2 2 3
g4—ﬁ4T+ﬂ’4X+S4Y+?4X +94XY+K4Y +;\4XY+‘.L4XY +9,

Et , par conségquent , puisque g1,g2,93,g4 dépendent de 16 coefficients

. . - . . - 7
linédairement indépendants , l'espace tangent a H au point consicéré

3,0
est de dimension 16 .

Comme dit précédemment , les quatres autres relations déterminent. le
"céne tangent d'ordre deux" . De maniére plus précise , la cinquidme s'é-
ek
winl + BIF = 0% + Sy + 9t + Bixy + K2'Y2) + (-B + &5 d1Y)§ L
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1
1 1 2 1 1
(B - K, moT - X + LU(BT g x + X+ 0,xv) + (-a;T -(B, + 4,)x)
| 2 2 , 2
= a0 1 ] 1 2 ] ¥
({331- +¥,Y + X+ xy +92Y ) X + BT + yIx +S1Y X"+ 91xy
2
v
+ W1Y )
(les "primes" désignant les coefficients des hi) . Mais cette relatf:ion se

simplifie considérablement si nous la regardons modulo I0 . Elle dewvient

en fait :
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) 2
BT = BT B -F) BT X x4 92XY}'+ (=X + d;YHsz * 72}(2
3 1 2 i ] ] [] 1 2
+ 91XY) = (92 + dz)x{52Y 4 ?ZXY + 92Y ) = X(m1 +-H1 X +—6{‘Y + 91X§ = K1Y Y .

Ce qui nous permet d'écrire finalement les relations suivantes

= @ -85 81 = 298,
¥1 = B-2%07, Ky = '95
§ = B~ 25,09, o =B, -

De la sixiéme relation , on tire en plus :

oy =By, st W@ -2, =0.
De la septitme
Q3‘34 =8 Y3 = B, - B7; v0Y,
az =By, -4, §;=x; +P8, - By, + 4.8,
P P AL 63 = * Yty
o3 =B, * 0, K3 =03 + gty

De la huitiéme , enfin , on ne tire que des égalités exprimant les coef-
ficients de h4 en fonction des autres données ; ce qui n'impose aucune con-

dition supplémentaire a la prolongation des déformations & l'ordre 2 .

En conclusion , on trouve les conditions suivantes

1,0 -2 = o
WPy = ©
¥ = ©
'23£4

0]

Par conséquent , le "cbne tangent d'ordre deux" est constitué de deux
sous-espaces linéaires de dimensions respectives 15 , d'équetionl?: =0,
et 12 , d'équations B, =2y, etP, =4, = 54 =0. )

Par suite , pour des raisons évidentes de dimensions , le céne tzngent ,
qui , a priori , est contenu dans celui a l'ordre deux lui est éqa] . D'"ou
1'on conclut s H et H sont lisses et se coupent transversalemert en un

=12 15
point de leur intersection .
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III.3. Espace tangent en une "droite triple plane & point immergé dans le

plan” plane :

La méthode utilisée dans ce cas est la méme que celle du paragraphe III.1.

-

; o 2 ; P :
A savolir , calculer H (C, Hom (E/; ,OC)} a l'aide d'une résolution deo E 3
Comme on l'a vu , C peut étré définie par les équations T=0 , X3Y=0 ¥ X4=O '

une résolution de ;_esto onc donnée par la suite exacte :

X
3
Y T,X

G med 0n{5) Op3(=1) & Oy 3(-4 13" 4 Y'X—)}I >0

qui , aprés application des foncteurs Hom {.,Oc) et Ho{c,.) , donne la

; c
suite exacte :

2 0K
o — 8°(c, (1/T )V)-———}H(COH)}EBH(CO (4)) {——in(co 5))
l
Reprenant les notations du paragraphe précédent , ou 1'on désignait par
X_ la courbe C considérée et X! la courbe associée , rappelons la sui:e
exacte (¥) :

f
0 —> 5B%(®°, I (n)) ——3 1@, 1'(n)) — L9 ¢ > H (P2, I (n)) —30 .
~o s > 0

Mais cette fois : -pour n = 1 : f est bijective , et par conséquent ,

-s

g=o0eth (B, I (n)) =1
-pour n = 4 : 1'élément %3z appartient & H® (@ P I (4))
mais pas a HO(P3, ;0(4)) i £ n'est donc pas bijective et H (P3, I (4)l =0 .

La suite exacte de cohomologie associée & la suite exacte de qp3~modules

Q ——>»1I1I (n) =—» 0 3(n) —% 0_ (n) —» 0 , pour tou: n ,
—o P X0

donne alors ("C = X ny e

I

@ pour n 1 : h {C 0 (1)) = 4 ;

® pour n = 4 : l'appllcatlon de restriction H® (P ¥ 0 3(4)) — 7 (c, O (4))
est surjective .

Le noyau de l'appllcatlon w est somme directe de H s O (1)) et de 1'ens-
emble {(F,G) | F,G € 7° [@ 3(4))|C et tels que XF = YG}

Un tel F (respectivement G) s'écrivant alors :

3 2 2 2 2 2 3 2 2 3 4
= Z + Z + XYZ b b
¥ a1X a2X Y + a3X YZ + a4X Z + a5XY -+ a6XY VA a? Y + aBX ag

3 2 3 4 G 3
+ a10Y Z o+ a11YZZ e a12YZ + a132 s ( respectivement: G = b1X A ) L

la relati = YG i ta =a_ = =b . =b_=b_.=b, =b
a relation XF YG impose alors a4 ag a13 5 10 11 5 13
= 0 et les égalités : &, = b2 Pag = b3 pa, = b4 rag = b5 ; oa... = b

aq = b7 r B, = }::8 . Cet espace est donc de dimension 11
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Conclusion : la dimension de Ker({) est 15 ; ce noyau étant précisément
TC(H3 O) au point C considéré , on en déduit que C n'appartient qu'a H15 et
r

que cette composante est lisse en un tel point .

IIT.4. Conclusion :
Nous avons vu que :

--- H , est lisse en des points du type "droite triple déterminée per le

carré de 1'idéal d'une droite" ;

= H15 est lisse en une courbe du type "droite triple a point immercé"™ plane ;

—-— le cbne tangent & H

3.0 en un point du type "droite triple & point immer-

gé hors du plan" est constitué de deux sous-espaces lindaires de dimension
12 et 15 , transverses , donc que , a la fois , H12 et H15 sont lisses en
de tels points .

Par conséquent : comme toute courbe de H3 5 est au voisinage d'une courbe
r

d'un trois types ci-dessus , et grice a4 la remarque faite en début du III ,

on en déduit que H , et H, . sont lisses .

D'ou la conclusion 1 H3 " est constitué de deux composantes irréductibles
r

Eqﬁ de dimension 12 et H_5 de dimension 15 , toutes deux lisses et se cou-
2 1
pant transversalement suivant un sous—schéma de dimension 11 .

IV). UNE CARACTERISATION DE LA COMPOSANTE H15 :

IV.1. Quelques remarques simples :

Tout d'abord , remarquons que le schéma de Hilbert des cubiques planes
de PB est lisse , de dimension 12 : une courbe de H est , en effet , dé-
terminée par un plan et une cubique dans ce plan ; autrement dit , H est
fibré en Eg sur (P3}¥ .

Dans le méme ordre d'idée , considérant le diagramme :

3 B%y

p° e——=.8c nu X

H

3

ou €= {(c,x) [ x € ¢} , on constate que & est fibré sur ﬂ?3 , une fibre
étant constituée par 1l'ensemble des cubiques planes qui passent pa: un point
donné de P> .

Or cet ensemble est le produit fibré de 1'ensemble des cubiques planes
passant par un point de Pz (qui est un hyperplan de Pg) par l'ensenble des
plans de«E3 passant par un point donné (qui est un hyperplan de [Pj)*) .

8 2 §
Par conségquent , gest fibré en P~ sur ® , donc lisse .
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En conclusion ;
» 81 1 désigne le faisceaun d'idéaux de 0., p3 B6finissant

z 3
{f, alors , 1'éclaté de HxP~ 1le long de la sous=variété llsse de: codi~-

mension 2 , a savoir Proj( g

® ) = Proj(s(1)) =P i se
s J(s(1)) (I) , est lisse de

dimension 15 .

IV.2. Un morphisme de P(I) vers Hy st
— Lo 4

L]

Nous allons a présent exhiber un morphisme de IP(I) vers H _ ; pour cela ,

15
construisons sur P(I) une famille plate de courbes du type "cubique plare
+ point" .

Considérons les morphismes suivants : T : P(I) =~—> I-IxIP3 ; le morphisme

3 3 .
structural , pr1 P pr2: HxP® —>» H , P~ , respectivement , et '|'Ti = pxicm :
et utilisons le diagramme commutatif suivant :
(1 ,TF2 )
P(I) ———» P(I) x P
(TT1 /1)
H x EP3
Soit L = 1'!‘*1 = OIP( )(‘I) le faisceau inversible naturel sur P(I) . Il existe
un morphisme naturel de OiP(I)xtP3 -modules :
(L ———s o N Y = (L
1 = R 2 1 = 2

qui , comme (1 ,'l'r2) est un plongement , est surjectif .

Soit alors J le noyau de ce morphisme ; sachant que '|'r1 est un morphisme plat
(cf. par exemple [A-K] ; proposition 3.5 , page 94) , donc (r'r 1) également ,
(Tr 1) I est un faisceau d'idéaux sur IP(I)XIP , donc aussi J . Appelons X la.

fam:.lle que détermine J au-dessus de P(I) et X' , celle définie par {rr1 | i%_i'_ 5

i 3 ; .
Montrons que la projection de P(I)xP  sur P(I) fait de X un schéma pla‘: sur

B(I) et que les fibres de ce morphisme sont des courbes du type "cubique plane +

point" .

En ce qui concerne la platitude , remarquons que L est localement libre , donc

plat sur P(I) , et par conséguent , (1 ,‘ﬁz }*L l'est également . Comme , par ail=-

leurs , g est la cubique universelle sur H , I est plat sur H , 2'ou {ﬁ’1 . )u‘l

est plat sur P(I) . Le diagramme suivant permet alors de conclure :



-

|R—0

—|y =——0
e ®)
O €E— O ET—

0] > > OP{EJXPB > Oy & O
|
0 —>(m 1)1 ] S By, S
l
(1,ﬁ2}*£‘ % 0
!
d'ou K = {1,#2} *E est plat sur P(I) , comme OXI l'est , on en déduit que OX aussi.

En ce qui concerne les fibres , le diagramme commutatif :

(1;112)

Spec € > Spec € X P3
v (va1}
e S e 2
P(I) : » P(I) xP

(1,112)

ou v est un morphisme de SpecC dans P(I) et u2 == przoﬁov , montre que :
X _ S
(v,1) (1,ﬂ2)*g = (1,u2)¥(v L)

Or Q%E est un faisceau inversible sur Spec € , et par conséquent (1,u2)*{v?£)

est concentré au point v(specC) ou il est isomorphe & @ ; d'ol la suite exacte

o > ¢ > 0, PO,
&

v
O

Une fibre géométrique de X est donc une cubique de genre arithmétique O .

La propriété universelle des schémas de Hilbert nous assure alors 1l'existance

d'un morphisme :

£ B(IY seed W

tel que 1'image f(x) d'un point x est le point du schéma de Hilbert correspon-

Ei(x) ;+ et par conséquent , 1'image de f est contenue
dans la composante H15 .

dant a la fibre X, C




=D G

Pour les mémes raisons d'ailleurs ¢+ £ P(I) —=» H _ est bijectif . pDe plus ,

15
H15 est lisse et par conséquent + £ est un isomorphisme de P(I) sur I—I‘5 .
o i

IV.3. Expression explicite de f—1 au voisinage d'un point du type II1.3 :

3.1. Calculons l'anneau local de 1la famille universelle X H15X PB au--dessus
de H15 + €n un point du type "cubique plane 3 point immergé dans le plan" .

Notons @ le morphisme de projection X —» H et y = P(x) 1'image du point x

15

de X . On remarque alors que OX ek est une déformation locale plate au-dessus de
’

de la fibre au point y .

H15rY
Autrement dit , notant (A,m) 1'anneau local (0 : my) 7 OX < st uns défor-
15’ !
mation locale dé 1'anneau R = QEX“Y](X Y)/(Xf » Y£) , ou f désigne un polyndme de
’ a

degré < 3 .

Notons encore B = GEX,Y]{X vy’ I 1'idéal de B définissant R , et f1 = 2 |

r

e =YE «

2

Alors , si R désigne une déformation de R au-dessus de A , X est un quo:ient
de ¥ = AEX'Y]{X,Y} par un idéal que nous noterons T . La platitude de ® sur a
se traduit alors par : «il existe ?;;?; dans ¥ tels que'fi= {?:,f;) , avea
?; = fi , modulo mA + et tels que "les relations se relévent">>,

La relation non triviale liant f1 et f2 , étant Yf1 = sz , ii existe donc

m1 et m_ dans mAB tels que :

2
o~ ~F
Y + f = +
( m1) 1 (X m2) f2 (%)
s ~s .
Posons u = X + m2 y V=Y 4 m1 sy On a alors : uf2 = va—: complétons l'anneau

A[X'Y](X,Y) par rapport a 1'iddal M = mA + (X,Y) , nous obtenons ainsi = Q:EX,Y]] .
Le théoréme des fonctions implicites pour des séries formelles nous permet alors
d'énoncer :

AL[x,¥]] =& [lu,v]] .

On en déduit que (u,v) forme une suite régulidre dans 1'anneau local coriplété ,

donc une suite régulidre dans A[X,Y](X ) 4 et , par conséquent , de la relation
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A o s ¢ Py
(>x) uf2 - Vfi , on déduit l'existence d'un élément g € AEX,-Y](X ) tel cue
I
’f'; = ug , ff\; = vg . D'ou la conclusion :
~ -
= LX,Y ug , Vv
Oy x alx.,y]l o o)/ (ug . vq)

et , comme les deux idéaux (X,Y) et (u,v) sont égaux (lemme de Nakayama) , on a :

o
By o A[X’Y](X,Y] / (Xg ,Yg) .

Remargue : g peut s'écrire g=f + h , ou h € mA%Jet on verra plus loin gue le

degré de h est< 3 .

3.2. Gardant les notations précédentes , construisons un morphisme de

Speda) vers P(I) .

Pour ce faire , considérons le faisceau d'idéaux L sur X =£P—1(SpecA) , con-

centré en (X=0 , Y=0) , défini par (g)/(Xg,Yg) et la famille X' (au-dessus de

SpecA) définie par la suite exacte :

On fait alors les constatations suivantes :

oL = A ;
@ le support du faisceau L est : spec(a [X,Y]/(X,Y) C._E_; Pi H

@ X' est une famille de courbes dont la fibre spéciale est une cubique plane , et

cette famille est p'léte" sEr A%

En-effet , la suite exacte :

0] = L > 0 >0 >0
qui n'est autre que la suite :
0 ——=3 (g}/(Xg;Yg) ~——»B/(Xg,¥g) =& B/(g) ~—>» 0
donne , aprés tensorisation par A/mz\ E
0 = Torf‘(a/m,B/(g)) —>(9)/(Xg,¥Yg)®n/ma == X,¥]/(X£,¥E) =>-{X,¥]/(£)—>0

(£)/(Xf,Y£)
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d'ou Tor‘?(A/mA,B/{Xg,Yg)) = 0 ; et , par conséquent ,un critére local de pla-
titude ([Ma] , théoréme 49 ,page 146) nous assure la platitude de B/(g) su:r A .

Conclusion : X' est une famille plate de cubiques planes (en particulier ,

comme annoncé , on a d°h € 3) et la propriété universelle de H nous assure

alors l'existence d'un morphisme :
lP1= Spec A ——>H

Soit alors le morphisme ¢: Spec A ——> H X EP3 faisant commuter la diagramme :
r

Spec A % H x :93
{1,\“ /1,1)
Spec(A) x 1P3

I1 reste a voir que { se reldve & un morphisme de Spec(A) dans P(I).Si I
— —!{l'

. . oz - 3
désigne alors le faisceau d'idéaux définissant X' dans P sona

|

o
-— O%t— O€— |+ t—
o :><O @O >L (o]

Il
& O *—— % |H €&——
oo ROk =

3 3 —>0
A A
0 = E = S : — O
d'ou , un morphisme surjectif : L, > L > O
t r conséquent : I = (& 1)*1 L > 0
et , par conseq 2 L, "P1' I > L >

qui induit par image réciproque par (1 ,LPZ) :
* *
t{); -——'—";'(1;'?2)£-—-—+0.

Mzis , la propriété universelle qui caractérise P(I) nous assure alors cue

le morphisme  se factorise a travers P(I) .
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3.3. Désignons par i: Spec(A) &—> H15 le plongement naturel . Les deux
morphismes i et f correspondent a la méme famille au-dessus de Spec(A) , 1l
diagramme :

P(I)

> /

Spec(A)
est commutatif . Et , par conséquent ,4) est l'application réciproque de f an

voisinage d'une courbe de type "droite triple & point immergé dans le plan" plane .

Remarque : On aurait pu utiliser cette derniére construction pour montrer la

lissité de H15 , en l'absence du § III.3.
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