
3. Enoncé de la deuxième épreuve

Définitions et notations

On considère un espace affine euclidien orientéE de dimension 3, de directionE, muni
d’un repère orthonormal directR0 = (O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ).

Le sous-espace affine deE d’équation(z = 0) sera notéP , et sa directionP. Par abus
d’écriture, à partir de la partie III, le repère(O,

−→
i ,
−→
j ) deP sera également notéR0.

Si R est un repère d’un espace affineX de dimension quelconquen et siM est un point de
X , nous noteronsM (x1, . . . ,xn)R pour signifier quex1, . . . ,xn sont les coordonnées deM dans
le repèreR .

La partie deP formée des points à coordonnées entières est notéeZ :

M(x,y)R0 ∈ Z si et seulement si(x,y) ∈ Z2.

Si A et B sont deux points deE , nous noteronsAB la distance deA à B, (AB) la droite
passant par les pointsA etB (quandA 6= B) et [A,B] le segment d’extrémitésA etB.

On noteQ la quadrique deE d’équation :

(Q ) x2−3xy+y2 +x−y− 1
2

z2 +
√

10
5

z= 0

et C la conique intersection deQ et du planP :

(C )

x2−3xy+y2 +x−y = 0

z= 0
.

On noteGA(P ) le groupe affine deP , c’est-à-dire l’ensemble des bijections affines deP
sur lui-même :GA(P ) est un groupe pour la composition.

On noteM2(R) l’algèbre des matrices réelles carrées d’ordre 2. Le sous-groupe multiplicatif
des éléments inversibles de cette algèbre est notéGL2(R).

Le but de ce problème est d’étudier l’équation diophantienne :

(Σ) n2−3np+ p2 +n− p = 0,

c’est-à-dire de déterminer l’ensembleS des points deC à coordonnées entières :S = C ∩Z.

La partie I présente une étude géométrique de la quadriqueQ et de la coniqueC ; la partie
II donne quelques méthodes arithmétiques d’étude de(Σ) ; la partie III introduit une famille de
transformations affines qui permet, dans la partie IV, de décrire l’ensembleS .

Les parties I et II sont indépendantes et la partie III est très largement indépendante
des deux parties précédentes.
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Partie I : étude de la quadriqueQ et de la coniqueC

I.1. Intersections deQ avec une famille de plans

On pose−→u =
√

2
2

(−→
i +

−→
j
)

et−→v =
−→
k .

a) Déterminer le vecteur−→w tel que
(−→u ,

−→v ,
−→w) soit une base orthonormale directe deE.

b) On poseR1 = (O,
−→u ,

−→v ,
−→w). Soit M un point deE ; on le représente dans les deux

repères parM(x,y,z)R0 = M(x1,y1,z1)R1. Exprimerx, y et z en fonction dex1, y1 et z1, puis en
déduire l’équation deQ dans le repèreR1.

c) Pourt ∈ R, soitPt le plan d’équationz1 = t relativement au repèreR1. Préciser la position
dePt dansR0 et en faire un croquis. Montrer que l’intersection dePt et deQ est un cercle dont
on précisera le centreCt et le rayonRt .

d) Préciser la valeur det pour laquelle le cercle précédent se réduit à un point. SoitS ce

point ; vérifier queS

(
−1

5
,
1
5
,

√
10
5

)
R0

.

I.2. Nature de Q et deC

Soit R le repère(S,
−→u ,

−→v ,
−→w) ; on note(X,Y,Z) les coordonnées d’un point deE dans ce

nouveau repère.

On noteP ′ le plan admettantR ′ = (S,
−→v ,

−→w) pour repère orthonormal.

a) Montrer que l’équation deQ dans le repèreR estX2 +Y2 = 5Z2.

b) Quelle est la nature deQ ? On remarquera en particulier queQ est une surface de révo-
lution et on précisera son axe.

c) Montrer qu’un pointM(X,Y,Z)R est élément deP si et seulement siY =−
√

10
5

.

Faire une figure, sur une feuille de papier millimétrée, représentant, dans le repèreR ′, la
droite d’intersectionD = P ∩ P ′, ainsi que les deux droitesD1 et D2 formant Q ∩ P ′. On
prendra une unité égale à 8cm.

Pour toute la fin de cette partie, cette figure sera un outil important. On y placera les éléments
définis ci-dessous ou leurs projections sur P ′, au fur et à mesure qu’ils apparaîtront utiles.

Quelle est la nature de la coniqueC ?

d) Montrer qu’il existe deux cercles dansP ′, de même rayon et centrés sur l’axe(S,
−→w),

tangents aux trois droitesD, D1 etD2. On noteΩ1 etΩ2 leurs centres respectifs, et on noteρ la
valeur commune de leurs rayons.

e) On noteS1 etS2 les sphères de centres respectifsΩ1 etΩ2, et de rayonρ. Montrer que ces
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sphères sont tangentes au planP en deux points notésF1 etF2, et tangentes àQ le long de deux
cercles que l’on noteC1 etC2. Représenter sur la figure précédente les projections orthogonales
surP ′ de ces deux cercles, ainsi que les pointsF1 etF2.

I.3. Deux caractérisations deC

a) SoitM un point quelconque de l’intersectionC = Q ∩P . Montrer que la droite(MS) est
contenue dansQ . On nommeT1 et T2 les intersections respectives de(MS) et des cerclesC1 et
C2. Montrer queMT1 = MF1 etMT2 = MF2. Montrer par ailleurs que|MT1−MT2| est constant
lorsqueM décritC . Quelle propriété deC peut-on retrouver ainsi ?

b) Pouri ∈ {1,2}, on nomme∆i la droite d’intersection du planP et du plan contenant le
cercleCi , etUi le centre deCi . PourM point quelconque de l’intersectionC = Q ∩P , soitHi la
projection orthogonale deM sur∆i . Vérifier que les pointsM, S, Hi , Ti etUi sont coplanaires. En

étudiant la figure formée par ces cinq points, prouver que le rapport
MHi

MTi
reste constant quand

M décritC . Quelle propriété deC peut-on retrouver ainsi ?

Partie II : résolution de l’équation diophantienne pour de pe-
tites valeurs den

Pourn et p deux entiers tels que 06 p 6 n, on note

(
n
p

)
le coefficient binomial :

(
n
p

)
=

n!
p!(n− p)!

avec la convention 0!= 1.

Pourn et p entiers naturels supérieurs ou égaux à 1, on s’intéresse, lorsqu’elle a un sens, à
l’équation :

(Σ1)
(

n
p−1

)
=
(

n−1
p

)
.

II.1. Une étude élémentaire

a) Montrer que cette équation est équivalente au système :2 6 p+1 6 n,

n2 + p2−3np+n− p = 0.

b) Pourn entier supérieur ou égal à 1, montrer que le polynôme de variableX : n2−3nX+

X2 +n−X possède deux racines réelles, que l’on écrira sous la formeX1 =
an−

√
bn

2
et X2 =

an +
√

bn

2
oùan etbn sont deux entiers naturels. Pour quelles valeurs dena-t-on 26 X1+16 n ?

Et pour quelles valeurs den a-t-on 26 X2 +1 6 n ?
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c) Montrer que sib est un entier naturel,
√

b est rationnel si et seulement sib est un carré
parfait.

d) On suppose que(n, p) est une solution de(Σ1). Montrer que 26 n, que 5n2 +2n+1 est
un carré parfait et donner une expression dep en fonction den.

e) Réciproquement, soitn un entier naturel supérieur ou égal à 2 tel que 5n2+2n+1 soit un
carré parfait. Montrer qu’il existe un uniquep tel que(n, p) soit solution de(Σ1).

f) Pourn0 entier naturel non nul, comment peut-on calculer tous les couples(n, p) solutions
de (Σ1) avec 16 n 6 n0 ? On pourra donner un algorithme de calcul de ces solutions, sans
utiliser un langage de programmation précis.

II.2 Une méthode plus arithmétique

Soit (n, p) une solution de(Σ1).

a) On suppose quen et p sont premiers entre eux. Montrer quenp= (n− p)(n− p+1) et en
déduire quen divise p−1. Quelles sont toutes les solutions de(Σ1) formées d’entiers premiers
entre eux ?

b) On ne suppose plus maintenant quen et p sont premiers entre eux : on noter = n∧ p leur
plus grand commun diviseur commun et on posen = ru et p = rv. Montrer successivement :

• r diviseu−v ; • r = u−v ; • v =

√
5r2 +4− r

2
; • r2 <

2p√
5−1

.

c) Faire la liste de tous les couples(n, p) solutions de(Σ1) pourn 6 105.

Partie III : un groupe de transformations affines conservant
S .

Dans cette partie et la suivante, nous travaillons exclusivement dans le planP , dont le repère
(0,
−→
i ,
−→
j ) est encore notéR0.

Les vecteurs −→u , −→v et le repère R1 définis ci-dessous n’ont pas de rapport avec les éléments
de mêmes noms définis dans la partie I.

III.1. Définition d’un nouveau repère R1 associé à la coniqueC

a) SoitI(−1/5,1/5)R0. On pose alorsx1 = x+
1
5

et y1 = y− 1
5

. Quelle est l’équation deC

dans le repère(I ,
−→
i ,
−→
j ) ?

b) Mettre la forme quadratiquea2+b2−3absous la forme d’un produit de formes linéaires.
On pourra considérera2 +b2−3abcomme un trinôme d’inconnueb.

c) En déduire qu’il existe une base(−→u ,
−→v ) deP telle que :
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– les relations entre les coordonnées(x,y) dans le repèreR0 et les coordonnées(X,Y) dans
le repèreR1 = (I ,−→u ,

−→v ) soient de la forme :
X = α

(
x+

1
5

)
−
(

y− 1
5

)
Y = β

(
x+

1
5

)
+
(

y− 1
5

)
avecα+β > 0 ;

– l’équation deC dans le repère(I ,−→u ,
−→v ) s’écrive : 5XY+1 = 0.

Expliciter les valeurs deα et β, ainsi que les relations exprimant les anciennes coordonnées
(x,y) en fonction des nouvelles coordonnées(X,Y).

d) Que sont les axes du nouveau repèreR1 pour la coniqueC ?

III.2. Transformations affines conservantC

Nous étudions dans ce paragraphe l’ensembleG1 des éléments deGA(P ) qui conservent la
coniqueC :

G1 = {h∈GA(P ), h(C ) = C}.

a) Montrer qu’un élémenth deGA(P ) est élément deG1 si et seulement sih(C )⊂ C .

b) Montrer queG1 est un sous-groupe deGA(P ).

c) Soith∈GA(P ). Montrer qu’il existe un et seul sextuplet(a,b,c,d,e, f ) de réels tel que,
pour tout pointM(X,Y)R1, l’imageM′ = h(M) deM parh ait pour coordonnées, toujours dans
le repèreR1, X′ = aX+bY+c etY′ = dX+eY+ f . Justifier queae−bd 6= 0.

d) Montrer que sih est élément deG1, le sextuplet(a,b,c,d,e, f ) qui lui est associé vérifie
les relations : 

ad = 0

a f +cd = 0

5c f−ae−bd =−1

b f +ce= 0

be= 0

ae−bd 6= 0

e) En déduire queG1 est formé des transformations de la formeM(X,Y)R1 7−→M′(µX,Y/µ)R1

etM(X,Y)R1 7−→M′(µY,X/µ)R1 oùµ décritR\{0}. Parmi ces transformations, lesquelles sont
des symétries ?

f) On noteG′
1 la partie deGL2(R) définie par :

A∈G′
1⇐⇒∃µ∈ R∗, A =

(
µ 0
0 1/µ

)
ouA =

(
0 µ

1/µ 0

)
.
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Montrer queG′
1 est un sous-groupe deGL2(R) pour le produit matriciel et que l’application

qui à toute matrice

(
a b
d e

)
de G′

1 associe la transformation affineM(X,Y)R1 7−→ M′(aX +

bY,dX+eY)R1 est un isomorphisme deG′
1 surG1.

III.3. Transformations affines conservantZ

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à l’ensembleG2 des éléments deGA(P ) qui
conservent les points à coordonnées entières :

G2 = {h∈GA(P ), h(Z) = Z}.

a) Un élément quelconqueh∈GA(P ) vérifianth(Z)⊂ Z est-il nécessairement élément de
G2 ?

b) Montrer queG2 est un sous-groupe deGA(P ).

c) Montrer que les éléments deG2 sont exactement les applications de la forme

M(x,y)R0 7−→M′(ax+by+c,dx+ey+ f )R0

où (a,b,c,d,e, f ) ∈ Z6 avec|ae−bd|= 1.

III.4. Le groupe Γ

a) Montrer qu’il existe deux pointsP1 etP2 tels que :
– P1 6= O, P2 6= O etP1,P2 ∈ S ;
– P1 est d’ordonnée nulle etP2 est d’abscisse nulle.

Montrer qu’il existe deux transformations affinesf1 et f2 telles que :
– f1(I) = I , f1(O) = P1 et f1(P1) = O ;
– f2(I) = I , f2(O) = P2 et f2(P2) = O.

Si M est un point quelconque deP , nous noterons respectivement(x,y) et (X,Y) les coordon-
nées deM dans les repèresR0 et R1. De même, pouri = 1 et 2, nous noterons(xi ,yi) et (Xi ,Yi)
les coordonnées defi(M) dans les repèresR et R1. Nous avons donc :

M(x,y)R0 = M(X,Y)R1

f1(M)(x1,y1)R0 = f1(M)(X1,Y1)R1

f2(M)(x2,y2)R0 = f2(M)(X2,Y2)R1

Exprimerx1, y1, x2 ety2 en fonction dex ety et démontrer les relations matricielles :

(
X1

Y1

)
=

0 λ

1
λ

0

(X
Y

)
et

(
X2

Y2

)
=

(
0 1

1 0

)(
X
Y

)
.

oùλ =
7+3

√
5

2
. En déduire quef1 et f2 sont toutes deux des symétries appartenant àG1∩G2.

b) On s’intéresse maintenant au sous-groupeΓ deGA(P ) engendré parf1 et f2. Montrer que
les éléments deΓ sont les élémentsh deGA(P ) qui s’écrivent sous l’une des formes suivantes :
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(i) h = ( f1◦ f2)k aveck∈ Z ;
(ii) h = f2◦ ( f1◦ f2)k aveck∈ Z.

c) Montrer queΓ est isomorphe au sous-groupeΓ1 deGL2(R) engendré par les matricesA1

etA2 :

A1 =

0 λ

1
λ

0

 A2 =

(
0 1

1 0

)
.

CalculerA1A2 et en déduire :

Γ1 =

{(
λk 0

0 λ−k

)
, k∈ Z

}
∪
{(

0 λ−k

λk 0

)
, k∈ Z

}
.

En déduire que la décomposition obtenue au b) est unique, c’est-à-dire que chaque élémenth
deΓ correspond à un et un seul des deux cas (i) ou (ii) et que l’entier relatifk intervenant dans
la décomposition deh est unique.

d) Soit H un groupe dont la loi est notée mutiplicativement : l’élément neutre deH sera
donc noté 1. On suppose qu’il existe deux élémentsa1 eta2 deH tels quea2

1 = a2
2 = 1. Montrer

qu’il existe un unique morphisme de groupeφ : Γ→ H tel queφ( f1) = a1 et φ( f2) = a2.

III.5. Utilisation de Γ pour engendrer une infinité de points deS

a) Montrer queS est stable parΓ, c’est-à-dire que pour tout élémenth de Γ et pour tout
élémentM deS , h(M) est élément deS .

Comme l’origineO deR0 est élément deS , on en déduit donc que les pointsMk etNk définis
pourk∈ Z par : Mk = ( f1◦ f2)k(O)

Nk = ( f2◦ ( f1◦ f2)k)(O) = f2(Mk)

sont tous éléments deS . CalculerM1, M2 etM3 et comparer avec les résultats obtenus à la partie
II.

b) Donner l’expression des coordonnées(xk,yk) deMk dans le repèreR0, en fonction dek
et λ. Quelle transformation permet-elle d’obtenirM−k à partir deMk ?

c) Montrer que les applications :

φ1 :

x 7−→ 1
2

(
1+3x−

√
1+2x+5x2

)
φ2 :

x 7−→ 1
2

(
1+3x+

√
1+2x+5x2

)
sont des bijections deR sur lui-même. Quelles sont leurs applications réciproques ?
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On noteC1 et C2 les parties deP définies par :M(x,y)R0 ∈ C1⇐⇒ y = φ1(x) ,

M(x,y)R0 ∈ C2⇐⇒ y = φ2(x) .

Montrer queC1 et C2 forment une partition deC . Représenter rapidement les partiesC1 et C2

ainsi que les pointsM−1, M0, M1, M2, N−1, N0 etN1.

d) Montrer que les applicationsf1 et f2 échangent les courbesC1 et C2, et donc queC1 et
C2 sont globalement invariantes parf1◦ f2. Sur quelles parties deC les pointsMk etNk sont-ils
situés ?

Partie IV : résolution de (Σ).

SoitP(n, p)R0 un point deS distinct deO. Le but de cette partie partie est de démontrer que
P est image deO par un élémenth deΓ, c’est-à-dire qu’il existek∈ Z tel queP= Mk ouP= Nk.

IV.1. Premier cas :P est élément deC1 et n > 0

Soit la suite(Pi)i>0 définie par récurrence :P0 = P

Pi+1 = ( f1◦ f2)−1(Pi) pour touti > 0
.

Pour touti, on noteraαi et βi les coordonnées dePi dans le repèreR0.

a) Montrer que l’on a, pour touti deN, αi+1 = φ−1
2 ◦φ1(αi) et βi = φ1(αi).

b) Montrer que la suite(αi)i>0 est strictement décroissante et non minorée. En déduire qu’il
existe un entierk > 1 tel queαk 6 0 < αk−1.

c) Montrer queαk = 0 puis queP = Mk.

d) Quel est l’ensemble des solutions de l’équation(Σ1) ?

IV.2. Deuxième cas :P est élément deC1 et n < 0

a) Montrer que le pointP′(−p,−n)R0 est élément deC1.

b) En déduire qu’il existe un entier relatifk strictement négatif tel queP = Mk.

IV.3. Troisième cas :P est élément deC2

Montrer qu’il existek élément deZ tel queP = Nk.
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