Il ENONCES ET ANALYSE DES EPREUVES ECRITES

1. Enoncé de la premiére épreuve

1 Présentation du jeu.

1.1 Lesreglesdu jeu.

Le «tournoi»est un jeu comportant une suite de manches (appelées « duels ») opposant deux
joueurs, jamais plus. Les joueurs vont entrer en jeu successivement, tant qu’aucun d’entre eux
n'aura été déclaré vainqueur, et forment ainsi une sdgtdy( . ..) aussi longue qu’il faudra, ce
qui nous conduit a considérer une suite infinie de joueurs rGigg. .

Le premier duel opposd et J;, le vainqueur reste en jeu et se voit oppakeagui entre pour le
deuxieme duel. Plus généralementpi@&me duel ( > 2) oppose le joueud,, qui entre alors

en jeu, au vainqueur du duel précédent, le perdant quittant le jeu.

On convient enfin que le premier joueur qui rempditduels, nécessairement consécutifs, est
déclaré vainqueur et que le jeu prend fihest un entier fixé a I'avance, au moins égal a 2, et
valable pour tout le déroulement du tournoi.

Le but de ce probleme est de rendre compte de ce type de jeu en en proposant diverses modeéli-
sations probabilistes. On s’intéressera ainsi plus particulierement a la durée du jeu, c’est-a-dire
au nombre de duels ayant eu lieu avant la proclamation du vainqueur.

1.2 Lesrégles communes aux differentes modélisations aléatoires.

La succession des duels en parfaitement décrite si on connait, pour chacun, les numéros des
participants et le numéro du gagnant, cela tant que le jeu continue, c’est-a-dire tant qu’aucun
des joueurs n'a été déclaré vainqueur. On supposera que chaque duel est un jeu de hasard, on
considérera ainsi le-ieme duel comme un épreuve aléatatig dont on observera les résultats
possibles.

On présupposera, sans chercher a I'expliciter, I'existence d’'un espace de prol@hifitd>)
permettant de modéliser le jeu et on s’attachera a décrire I'univers des possibles, c’est a dire
les issues des différentes épreuves, ainsi que la maniere dont on affecte des probabilités aux
résultats observés. Les modeéles proposés devront respecter les regles suivantes :

1. Le premier duel : la probabilité que le résultatidesoit 1 (J; est le gagnant du premier
duel) estp, ou p est un élément d®, 1] fixé dans tout le probléme, le résultat étant 0 avec
la probabilité(1— p).
2. Les duels successifs :
(@) Pourmn > 2, I'épreuveE,, si elle a lieu, ne depend de celles qui I'on précédées que
par le numéro du joueur oppos&(celui qui a remporté le duel précédent).

(b) La probabilité pourd, de remporter ce duel (le résultat egtest égale g, ou
(Px)k=2 est une suite d’éléments (& 1], le joueur qui lui est oppose etant vainqueur
avec une probabilité % p,.

On admettra par ailleurs que, pour toute suig) ., d'événements disjoints et dont la réunion
est de probabilité 1, il existe une variable aléatdira valeurs dans vérifiant :

Vne N,P[X =n| =P(4)
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2 Préliminaires.

On se propose ici de démontrer divers résultats qui pourront étre utilisés dans la suite du
probleme.

2.1 Reésultat 1.

(Xn)nen €t (Yn)nen SONt deux suites a termes positifs vérifiant :

Xn nN—-o00 yn

1. Justifier, pour tout strictement positif, I'existence d’un entier naturel non ngitel que pour
toutn supérieur ou égal g on ait :

n n no—1 n
D% > WK< Y k=W +E Y X
k=0 k=0 k=0 k=ng

2. En déduire que, si la série de terme généralst divergente, on a :

n n

> Xk~ D Yk

k=0 k=0

2.2 Reésultat 2.

1. (Un) ey €St UNne suite & termes positifs telle que la série de terme génésait conver-
gente.
1.a. Montrer qu’on définit une suite de réels par la relation :

—+o00
VN e N,vy = Z Uy
k=n+1
Quelle est la nature de cette suite ?
1.b. Justifier pour tout entier naturehon nul :
n n-1
Z kuc = z Vik — NVq
K=1 k=0

1.c. Montrer que si la série de terme générabst convergente, alors la série de terme général
nu, est convergente.

1.d. Montrer que si la série de terme généngl est convergente alors la suite de terme général
nv,, converge vers 0.

Indication : On pourra éventuellement, aprés 'avoir justifiée, utiliser la relation :

YNEN" Vn1= ) (Vie1— k)
k>n

pour majorer I'expressionv,,_1, lorsquen est un entier naturel non nul.
1.e. En déduire que les séries de termes généraux respegifs/, sont simultanément conver-
gentes et de méme somme.
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2. Dans cette questiolX désigne une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité
(Q, 4,P) prenant ses valeurs dansDéduire de ce qui précéde gu’elle admet une espérance si
et seulement si la série de terme gén€fxl > n| est convergente et qu’'on a alors I'égalité :
+00
E[X] = z P[X > n|
n=0

2.3 Reésultat 3.

(an)ney €St Une suite a termes positifs telle que la série enfiggex" admette un rayon de
convergenc® strictement positif. On note :

vxe]-RR[, f(x) = Z)anxn
=

1. Montrer quef (x) admet une limite finie lorsquetend versk sur [0, R[ si et seulement si

est majorée suo,R].

On suppose dans la suite de cette partie que I'une de ces conditions équivalentes est réalisée et
on noteL la limite.

2.a. Montrer que, pour toutentier naturel :

n
S aR <L
k=0
2.b. En déduire que la série de terme génatBl' est convergente.
2.c. Montrer que la série entiére est normalement convergenfe BUR|. En déduire que :

> anR'= lim f(x)

n>o0 Xx—R~

3 Premiére modélisation : le cas particulieN = 2.

Dans cette section on observe la suite des numéros des différents vainqueurs successifs.
L'univers des possibles est alors I'ensemble des listes (éventuellement infinies) représentant les
numéros des joueurs vainqueurs aux différents combats. A{As2,3, 3) représentera un jeu
de 4 combats remportés successivementlpaly, Jz3 et J3 qui est alors déclaré gagnant du
tournoi, ce qui met fin a celui-ci. On no®,, pourn au moins égal a 2, 'événement : « le jeu
s'arréte a l'issue da-ieme duels.

1.a. ExpliciterD, a I'aide de la modélisation proposée.

1.b. Plus généralement, explicit®f. 1 lorsquen est un entier au moins égal a 2.

2. Dans cette question on suppose que, pourtgu, p, est égal &p.

2.a. CalculeP(Dy) pourn supérieur ou égal a 2. Vérifier qug;,-, Dy est un événement de
probabilité 1. Interpréter ce résultat.

2.b. On peut alors considérer une variable aléatbirggale au nombre de duels qui ont ef-
fectivement eu lieu lorsque le jeu s’arréte. Calculer, aprés avoir justifié leurs existences, son
espérance et sa variance.

3. On revient au cas général ou, pour tbati moins égal a 2y; est un réel élément dé, 1].

On pose pour tout au moins égala 2 :

Bn= ilEL pi
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Exprimer, poumn au moins égal a 2y}, P(Dx) en fonction de la suitéf),..,. En déduire que
Uns>2Dn est un événement de probabilité 1 si et seulemey g2nd vers 0 lorsque tend vers
I'infini.
Lorsque cette condition est vérifiée on définfraomme a la question 2.b. et on posera, pour
n>2:

Un = Bn— Bn+1

Jusqu’a la fin de cette section 3. on suppose qu'il existe unorétlictement positif tel que,
pour touti au moins égal a 2, I'égalité suivante soit vérifiée :

1
pi:]-—ra

4. Donner une condition nécessaire et suffisanteguour que J,-, Dy soit un événement de
probabilité 1.

Indication : on pourra s’intéresser a la suite de terme généta(y).

5. Dans cette question, est égal a 1. Donner une loi de T admet-elle une espérance ?

6. Dans cette question on suppose< @ < 1.

6.a. Justifier I'équivalence lorsqueend vers l'infini :

S (-~ 3 &

k=2 k=2
6.b. Apres avoir justifié pour tout entikrau moins égal a 2 I'inégalité :

i< “ idx<;
Ko™ Jkeax@ T (k—=1)¢

démontrer I'équivalence lorsquretend vers l'infini :

n 1 rl1—0(
k;@ 1 a

6.c. En déduire que, pour toatéel strictement positif, la suite de terme générahta,) tend
vers—oo puis que la série de terme généma), est convergente.
Que peut-on en conclure pour I'espérancd d&

4 Deuxieme modélisation : le cas ou les probabilités sont constantes

Dans cette section et jusqu’a la fin du problehest un entier supérieur ou égal a 3 et on
suppose, pour tout supérieur ou €gal a 2a, = p. On noterag=1—p.
Pour toutn entier naturel, on not&, I'événement « le joueul, participe a au moins un duel »et
G I'événement « le joueul, est vainqueur du tournoi ».

4.1 Cas particulier:N=3etp=1/2.

1. Montrer que :

VneN,P(Gy) = éP(A,Q
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2. Montrer que les événememtg, A1, A> et Az sont des événements certains.

3.a. Dans cette questiomest un entier supérieur ou €gal a 4. On introduit les événemgpts
«le n-ieme duel a lieu et oppodeetJ,_ ». Montrer que la probabilité d&, \ est nulle sk est
différent de 1 ou de 2.

En déduire alors pour> 4 :

P(An) = ;P(AM) + iP(Anz)

3.b. On désigne pay etr, (r1 < r) les deux racines de I'équation :

1 1
2
rc<——-r—-
2 4
Vérifier que, poun>2,ona:
4
P(Ay) =—[5—r1]
(An) \/5[ 2 l]

3.c. En déduire que la probabilité que le jeu s’arréte est égale a 1. On pourra alors considérer
une variable aléatoiré égale au nombre de duels qui ont effectivement eu lieu lorsque le jeu
s'arréte.
Calculer :P[T = 3|.
Montrer que, poun > 4 .

P[T =n| = P[Gp_2]

En déduire une expression BET = n] pourn > 4 puis I'espérance dE.

Indication : Pour 4.1.3.b. et 4.1.3.c. il pourra étre intéressant de mener formellement dans un
premier temps les calculs en fonction deet der, et d'utiliser ensuite leur somme et leur
produit.

4.2 Etude du cas général.

On revient au cas généraN: > 3 et p est élément d&, 1[. On posera de plus, pour toot
entier naturel :

a0 = P(An) etgn = P(Gy)

1.a. Calculego. Que vaut, pour OS k< N?
1.b. Montrer que la série de terme géndyabst convergente.
1.c. Justifier, pour tout non nul, la relation :

gn=p(1—p" e
En déduire que la série de terme génépatst convergente. On posera :

S:Zan

n>1

2.a. En considérant a nouveau les événem@pisdeéfinis dans la partie précédente, justifier,
pourn strictement supérieurld, la relation :

N-1

a= Y p(1-p)tan «
k=1
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Exprimeray 1 en fonction dep et deN.
2.b. En sommant les égalités précédentes, montrer I'égalité :

N N—-1N-1

(1-p)"'s= a3 3 p- P tan i

En utilisant une interversion d’'indice dans la somme double, puis la question 1.a. c8lculer
En déduire la somme de la série de terme gémgraluis que la probabilité que le jeu se termine
est égale a 1.

3. On noterdl une variable aléatoire égale au nombre de duels ayant eu lieu jusqu’a I'arrét du
jeu.

3.a. Exprimena, etg, en fonction deT .

3.b. En utilisant le résultat 2 des préliminaires montrer fuedmet une espérance et donner
I'expression dé=[T| en fonction dep et deN. Retrouver le résultat relatif &[T | de la question
4.1.3.c.

La formule obtenue vaut aussi padr= 2 ; retrouver ainsi le résultat de la question 3.2.b.
Déterminer I'espérance depourN quelconque ep = 1/2.

3.c. Démontrer, poun > N+1:

(R) an—anc1=p(1— )" tan-ni1

5 Comportement asymptotique de la loi deT .

5.1 Unlemme.

Démontrer que, pour tout entier natureion nul et toute famillézy, ...,z ) de complexes

non nuls, I'égalité :
r

> %

k=1

r

= la

k=1

n'est réalisée que lorsque :

vk e N, (2 <k< r) = (El)\k E]O’ —|—00[’Zk = )\kzl)

5.2 Etude d'une fonction associée &.

1. Montrer qu’on peut définir une fonctia@ par :

Vx€[-1,1,Q(x) = » P[T > njx"
n=0
Vérifier gu’elle est continue sur-1,1] et dérivable suf— 1, 1].
2. En utilisant la relatior{® ) et en s’inspirant des techniques de calcul mises en oeuvre a la
question 2.b. de la section 4.2, démontrer, pour xalg[—1, 1], la formule :

(1—x+ P (x(1— p))N> Q(X) =1— (x(1—p)"

1-p
3. Vérifier que les deux polynémes :
1 X+ o (X1 p) M et (X(1- p)"
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admettent dans une seule racine commune et que celle-ci est simple et réelle. En déduire la

relation :
1 N—1

avecB(x) = 3 p(1- pfIxk—1

=5 bBw

5.3 Etude des racines ds.

1. Etudier les variations dB surR*. CalculerB(1). En déduire qud3 admet une unique
racine réelle positivey €lément dél, +oo| et que cette racine est simple.
2. En utilisant le lemme, montrer que les racines complexed sient de module strictement
Supérieur Py.
3. D’aprés ce qui précede, les pbles@eont en particulier de module strictement supérieur a
1. Aurait-on pu prévoir directement ce résultat ?

5.4 Recherche d’équivalent.

On note{z,...,zn} les racines d8 dansC de multiplicités respectives;.
1. Justifier I'existence d’une famille de complexes non nuls telle que, pour tout conzgiexe
module inférieur ou égal a 1 on ait :

1 Mk Aks
BD 2 2y

2. Dans cette questianet k sont fixés etz désigne un complexe de module inférieur ou égal a
1.
2.a. Justifier I'égalité :
1 «1 2
(Zk_ Z)S = z Cn+sflzﬂi+s

n>=0

2.b. En déduire, pour tout k, I'existence d’un polyn6Rede degré inférieur ou égalhg — 1

tel que :
& MAs R(n)
Yo )

2.c. En déduire une expressionag 1 pourn > 1.
3.a. Montrer, a I'aide des questions précédentes, I'existence d’'uK tééhu’on ait :

K

an+1 Nt pyn

3.b. Donner une expression Heen fonction dep, B et py. En déduire un équivalent a I'infini
deP[T =n].
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