Correction du second controle continu

Encore une fois, ceci n’est qu'une correction possible : toute autre solution correctement
argumentée est valable.

EXERCICE 1 (10 points) : 1. Compléter le tableau suivant sans justification :
ROEAEAEEE:
cosf |1 ‘/73 ‘/75 % 0
- 1| V2| V3
sinf | 0 ) 5 |5 1

2. Mettre sous forme algébrique et exponentielle les complexes suivants :
On effectue les calculs suivants :

2 =e7(1+iv3)
= ei%Qei%
= 2¢'™ qui est sa forme exponnentielle

= —2 qui est sa forme algébrique.

;297 29

zog = —2e"3 X 4e* 4
= —8e'"

. - 203

— Selﬂ—elﬂ-ﬁ

- 215
= Qe 12

29x4+429x%x3
12

= 8e'"12 qui est sa forme exponnentielle

11 11
= 8 cos 1—; + 8¢ sin 1—; qui est sa forme algébrique.

V2+

, 1
D’un coté on a €'3e i = ™13 = ¢'ls = cos L +isin % et de lautre on a etie it =
(3 —I—z%g)(\/?i —z\/TE) = ﬁ+fﬂ +i‘/§‘/g_‘/§ et donc par unicté de l’écriture algébrique
on obtient bien cos 75 = ﬁ*fﬁ = ‘/EZ‘/g.

=

3. A T'aide du produit e’se™"%, montrer que cos 75 =

1



4. Montrer que pour tout § € R, cos 20 = 2cos? 0 — 1 et en déduire que cos %
On a pour tout § € R :

12 2

cos 20 = R(e™)
= R ((e)?)
=R ((cosf + isinh)?)
= R(cos® § — sin® @ + 2isin O cos 0)
= cos?f — sin? 0

=2cos’f — 1.

Ainsi pour 0 = {5 on obtient cos g = = 2cos> & — 1 et comme cos = > 0 on obtient

12
—
/ +1 E 2z 2
cos T =1/ =8 \/\er2 v J”[

5. S’assurer qu 11 n’y a pas de contradiction.

Pour s’assurer de [’égalité de ces deux réels positifs, il suffit de s’assurer de [’égalité

A/ 2 2
de leur CGTTéS, or <ZT+\/§) — #ﬁ et <\/§1‘\/é> — 2+6+126\/§\/é _ 8+146\/§ — 243

1 qui

sont bien égauz.

24+1/24+4/24+V3

6. Exprimer plus simplement arccos 5

En appliquant la formule cost = 4/ 1+C‘2)S29 valable pour 55 et 5 on obtient successi-

vement
/1+COSE /1—|— 2+ \/2—1— 2~|—
cos—
puis cos 12 = TM: 22 — 5

24+1/2+v/2+V3 -

et donc arccos s = I8

7. Linéariser sin® @ cos 6.



On calcule pour tout 6 € R,

. 619_6 0 6294-6 0
sin® 6 cos 0 = .
21 2

_ %6@'(6310 3¢ 4 3710 _ o=30)(e10 4 o=i0)

_ %61.(64@'0 N N L)
_ %61'(641'9 Lt 920 | 9p-2i0)

= —161’ (20 sin 46 — 44 sin 20)

1
= —8(sin 460 — 2 sin 20)

8. Résoudre 'équation 22 + az + 1 = 0 d’inconnue z € C et de paramétre a € R. On
discutera le nombre de solutions réelles suivant la valeur du paramétre a € R.

Pour résoudre cette équation du second degré on calcule son discriminant A = a? —

4 qui est nul (resp : strictement positif, strictement négatif) pour a = +2 (resp :
—a+va?—4 et —a—a2—4
2 2

la| > 2), |a| < 2) et admet alors pour solution F1 (resp :
—a+iv4—a? et —a—i@)
2 2 '

’

EXERCICE 2 (6 points) :
Soit (uy), une suite strictement décroissante de réels strictement positifs et convergeant
vers 0. On note s, := >_,_,(—1)*uy, pour tout n € N.

1. Donner un exemple d’une telle suite (uy,)s,-

La suite (%H) convient.
n

2. Montrer que (s2,), est décroissante et que (Sa,41), est croisssante.

) - 2n+2 k 2n k o
Calculons d’abord syni1) —Son = Y oy (—1)"ur — ) (=1)"ug = Ugpia — Usnyr <0
car (uy), est décroissante. Ainsi, (Son)n est bien décroissante. Ensuite on calcule de
s _ 2n+3 k 2n+1 k .
MEME S (n41)+1 — S2n+1 = 2 p—1 (—1) U — 2 k=1 (—1) Up = —Ugp43 + U2py2 = 0 car

(tn)n est décroissante. Ainsi, (Soni1)n est bien croissante.
3. Montrer que lim,, .. Sopt1 — S2, = 0.

Pour tout n € N on a Sgp1 — Sop = —Uopr1 qui tend vers 0 car extrait de la (uy,),.
4. En déduire que (s9,)n et (Soni1)n convergent vers une limite commune.

On commence par justifier lexistence de ces limites grice au théoréme de la limite
monotonne : la monotonnie a déja été traitée et il ne reste plus qu’a borner ces suites
or pour tout n € N, Sop11 < Sop, car u, = 0 et donc s; < Sopy1 < Sop < So. Notant [ et
" leur limite respective on a l—1' = 0 en passant a la limite dans So,1—Sopn = —Uopi1-



d.

Que dire de (s,), quand n — +o0?

On peut affirnmer que (S,), tend vers | car pour € > 0 on dispose d’un rang N € N
(resp : N') a partir duquel les termes pairs (resp : impairs) sont e-proches de l. Ainsi
pour tout n = max{N, N'} on a bien |s, — | < € et ce quelque soit € > 0.

EXERCICE 3 (6 points) :

On se propose d’étudier la convergence de la suite définie par ug = 0 et u,11 =
1.

. Tracer le graphe de f : R, — R,z —

_1

1+un *
Justifier par récurrence sur n € N que (u,,), est bien définie pour tout n € N.

On montre que u, existe et est positif pour tout n € N. Pour ug c’est donné en
énnoncé. Supposons maintenant que cela est vrai pour un certain n € N. Alors en
particulier u,, # —1 et donc up,1 = ﬁ existe. Par ailleurs, on a alors 1+ u,, > 0
et son inverse, ie. U,y est également positz’f

F et les valeurs de u, pour n =1,2,3,4,5
Pt A [N .
(on s’aidera du tracé de la premiére bissectrice). Calculer les valeurs uy, ug, us, 4, us.

1l s’agit d’un graphe faisant apparaitre une « spirale ». Pour les calculs, on a suc-

~ 1 1 1 1 1 . 1 1 2

cessivment uq, = Tus = 140 = 1, up = Ta, — 41 — 20 U3 = Ty — oI = &
1 1 _3 _ 1 _ 1 _ 5

u4_1+u3_1+§_5ete”ﬁnu5_1+u4_1+g_8'

Montrer que I'équation f(x) = x n’admet qu’une seule solution, notée [, dans R7.
Pour tout © € Ry, f(z) =z & 1+_x =r & l=ao+2? s 22+ —1=0 équation
du second degrée dont le discriminant vaut 5 el dont les racines réels sont _1%@ et

—71;‘/5 dont seule la premiére est positive.

. En observant le dessin, que conjecturer sur le comportement asymptotique de (uy,), ?

Sur le dessin, ict cruellement absent, on observe que la suite semble converger vers
ce point fize.

Montrer qu’on a pour tout = > 0, |f(z ) —1| = Hf;ﬁitr” < ”_;'.

— _ | 14—l |lz—|
Pour tout x> 0, |f(x) — 1| = |f(x) = f(D)] = |25 — | = o) (13D | S ana S
2|l — x| ou la derniére égalité provient du fait que [1+z| > 1 et [1+1] = ‘#‘ >3
avec une erreur sur la constante l de l’énnoncé : déja pour x =0 on a % <

l=e] m' S |1+ > 2 ce qui est faux.
Montrer proprement que (u,), tend vers [.
On a donc pour tout n € N, |u,qq — 1] < §|l — uy| et donc par récurrence immédiate

i1 — 1] < (3 )nH |l —uo| qui tend vers 0 quand n — 400 ce qui prouve que (Up11)n
et donc (up), tend bien vers I, comme conjecturé.



